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第 一 章 基本 概念 
ы Ë 


概率 论 是 研究 随机 现象 的 规律 的 数学 理论 ， 由 于 在 它 的 发 展 
中 总 是 结合 着 具体 的 随机 现象 来 讨论 间 题 ， 所 以 这 一 数学 分 支 里 
的 术语 都 带 有 形象 性 ,直到 现在 我 们 仍然 次 用 这 些 形象 性 的 术语 ， 
因为 这 些 术语 的 直观 含义 对 冉 率 论 的 发 展 还 有 启示 作用 ， 丽 且 不 
断 地 引 田 新 概念 、 新 方法 及 研究 方向 。 概率 论 在 整个 数学 领域 里 
占有 一 定 的 地 位 ,与 其 它 分 支 有 着 密切 的 联系 ,对 整个 数学 的 发 展 
也 起 着 影响 。 现 在 合掌 握 概 率 论 的 本 质 ; 必须 采用 测度 论 的 观点 。 
本 节目 的 在 于 给 出 用 测度 论 观 点 的 直观 背景 . 

所 谓 篆 机 现象 就 是 当 我 们 做 实验 或 观察 这 种 现象 时 。 其 结果 
是 许多 可 能 结果 中 的 一 个 ， 而 不 能 在 实验 或 观察 前 完全 预言 ， 例 
96-7, 我 们 不 能 说 掷 下 去 准 得 什么 点 。 用 数学 研究 客观 
规律 时 , 兽 先 楼 扎 客观 事物 型 想 化 ,在 概率 论 星 ， 第 一 个 理想 化 是 
关于 实验 或 观察 的 可 能 结果 应 由 哪些 东西 构成 的 问题 。 我 们 把 实 
验 或 观察 的 结果 叫做 事件 。 事件 分 为 简单 事件 和 复合 事件 , ТШ 
一 个 仙子 为 例 ， 搓 得 结果 为 C" 是 一 个 简单 事件 ,“ 撤 得 为 加" …。 
“KEJE MERA R. KREAN, 这 就 是 或 者 “为 国 ” 
BË лї SERE АШ". 又 如 “ 掷 得 结果 少 于 四 点 ”, 这 就 是 或 者 
“为 口 或 者 ЖШ? ЖЫ”. Н ТИЕ х". “МШЕ 
ROTAR 都 可 以 分 解 为 简单 事件 ， 这 桩 的 事件 叫做 复合 事件 。 
简单 事件 代表 可 以 想象 的 结果 ,不 可 能 再 分 解 ,所有 这 些 简单 事件 
构成 理想 化 实验 的 基本 的 可 能 结果 。 我 们 把 一 个 实验 的 所 有 简单 
事件 的 全 体 时 做 基本 空间 , 记 之 为 О, 每 个 简单 事件 囊 做 点 。 于 是 
牵 步 到 实验 的 一 切 事 件 都 可 用 点 来 表达 ,复合 事件 可 以 分 解 为 点 。 


* 1 = 








倘 如 *“ 摔 得 结果 小 于 四 点 "这 一 事件 《用 4 表示 ), 则 4 一 10), 3, 
O) 蚌 由 三 个 点 构成 的 。 在 数学 里 我 们 称 4 为 基本 空间 8 星 的 一 
个 子 集 合 , 又 如 令 事 件 互 表示 REAA”, 则 B = (El, 11, 00, 
B е 2 里 的 子 集合 ， 忠 此 可 见 事件 无 非 就 是 基本 空间 8 里 的 点 
构成 的 洁 合 ， 为 了 在 理论 上 合 还 起见 ， 我 们 需要 吉 上 空 集 这 个 概 
念 , 它 就 是 不 包 会 任何 点 的 集合 ,我 们 记 之 为 多 ， 在 实验 中 务 相应 
于 “不 可 能 事件 ”, 总 之 我 们 一 恒 谈 论 锯 率 时 ,首先 必须 结合 着 所 给 
定 的 基本 空间 来 讨论 ,我 们 从 基本 空间 和 它 的 点 的 概念 出 发 ,这 些 
是 原始 的 无 定义 的 概念 ， 正 如 欧 氏 几何 的 公理 化 中 点 和 直线 是 无 
定义 的 炎 念 一 榜 ， 事 件 就 是 由 点 构成 的 集合 ， 我 们 说 事件 АШ Ж 
些 点 构成， 就 是 说 这 些 点 表示 在 实验 里 能 使 事件 4 发 生 的 那些 结 
Ж. ЭА 4, В, --- 等 太 写 拉丁 宇 母 表示 事件 。“ 事 件 A, В 
ШЕН к”. ААВ ЮБИ": “ВИ, B 同时 
发 生 ”、“ 事 件 4 В 至 少 一 个 发 生 ” 以 及 事件 4 发 生 就 引起 事件 8 
发 生 ,这些 直观 说 法 分 别 相应 于 术 合 的 如 下 关系 及 运算 :" 集 A， 
无 公共 点 或 不 相交 ”、“4 , BEARR A, BRR” "A. BAS 
ЖИВ и ави". 奖 及 并 的 运算 对 可 数 个 集合 他 有 重 
要 的 意义 ,并 且 有 直观 的 背景 . 例如 我 们 做 这 样 的 实验 ;一 次 搁 一 
次 屯 剖 复 挤 一 个 散 子 , 这 时 基本 空间 的 点 《也 可 亿 则 元素) 是 由 
回国 回国 加 团 这 六 个 符号 组 成 的 无穷 序列 ，。 在 这 六 实验 里 可 以 谈 
论 这 样 的 事件 А; “直到 头 一 次 出 现 四 ”我 科 令 :过 。 表 未 事件“ 直 
到 第 » RAHE MA”, A. 包含 点 (X,, trs Xaas l, Yasi Ysizs 
--) 其 中 每 个 Xis +з К, 都 不 是 门 ， 每 个 Үн» зз * “可 
以 是 那 六 个 符号 里 的 性 和 柯 一 个 ，4。 是 由 无 穷 个 点 构成 的 集 ， HH 


4 一 如 4。， 这 表示 事件 4 是 事件 《4,1 一 1,2，…) 的 可 数 并 。 
要 求 事件 经 过 可 数 个 集合 运算 所 得 到 的 集合 仍 为 事件。 反映 在 售 
合 论 里 ,就 是 要 求 0 里 的 某 些 集 构 成 的 族 对 可 列 交 及 并 都 为 封闭 ， 


这 就 是 说 O 里 所 有 事件 的 总 体 构 威 5 域 , 通常 我 们 把 事件 0 Rio 
AF. 


А 2 + 








”事件 的 概率 是 描述 这 让 琳 件 出 更 的 可 能 性 的 大 小 。 对 每 个 事 
性 4 要 赋予 一 个 数值 PCA) 以 表示 它 出 而 韵 可 能 性 。 事件 的 概率 
SLE: с. БОЯ PB РО. - 7), Ша барн А-А ЕДО ЖЕЙ, 
е. шр КЫТ ИПАШШ, ЖЕЛИ ЕШ SIN WE АУ 20 
1/6, Tü {DOA} КИЕ 201/29. БЕРИ L EAP EXT 
Ж, PRH F LOREK PC ) &—+- Bi, BAREH: 
P(Q) = I. са 

ЕПН РА АРЕН ИЕЗИ А КОЖЕК ЕНЕНЕ R, 即 
是 依赖 机 会 的 一 个 函数 ,也 就 是 随 痢 随机 试验 的 结果 而 变 的 函数 ， 
EERO R 一 (一 coye)， 定 义 城 为 2 这样 说 还 不 完全 , 因 
为 谈 色 随机 变 长 XCm) 时 ， 述 模 知 省 这 个 随机 变量 取 某 个 或 基 些 
值 的 概率 ,例如 需要 知道 (C< a) 的 概率 是 多 少 ,其 中 ae R. m 
жк А-ни ЖП (Ха) 2 ХБ ГЕТЕ ЖЕЕ 
оваа т ЙЕ КЕИ ТАЕ Ш X Jt ЕГЕЙ ГИ] 
(о, INVAR, DCRI MRR E BR) кн Borel 
R. 

现在 让 我 们 再 以 丘 一 次 租 予 为 例 。 令 Xlo) = “o 的 点 数 ”， 
所 以 XCw)》 的 可 能 值 为 1, 2, -…, 65 中 的 一 个 ,{ 区 一 1) 的 概率 
М 1/6, {Хє (1,2, э © (x <3y 的 概率 为 1/2. “的 每 人 


ягалар ЖЕЙ: ° 1-26: 





= ++ + naain x ORE, хи 


Е. ШЕЮ РАА, 
„РОХ = 1) 一 过 : i = 1,2, -.-56. 


其 中 APO n, осор Жей, Y p; 一 1。 这 时 ХЕШ 

等 于 У k. ТЕЙДЕ ШЕЛЕР T — ВЫ L RER 
кт К 

测度 空间 上 的 积分 概念 。 ， z 


经 过 这 样 的 初步 讨论 ;可 以 看 出 椭 率 与 测度 之 问 的 对 下 关系 > 


可 以 把 对 应 关系 列表 如 下 : 
概率 空间 规范 的 测度 空间 (О, F.P) 
简单 事件 如 中 的 点 器 
事件 4 ТТ 4, EU 4 € 2 


不 可 能 事件 空 集 G 

概率 为 1 Cas. ”几乎 处 处 (a.c) 
随机 变量 (0, sr) 到 (R, ERY БАГАЖ 
均值 CRAE EMAR РАЈ 

ЗБЕ LS 0 Bor! 函数 Сизин ДЕ. ж 


随机 变量 X 使 得 | X Со)РСдо) Ж | Х-(вуР(до) 中 至 少 一 个 为 


有 穷 ; 其 中 X Ce) 一 тах(Х(о), 0)25Х(о) ү, X Qa) = 
(—Х(о), 0) = —X (o) V0 = (Хо) A0), MARRE AA 
FATE.. SEILE X RDE , 我 们 把 区 的 积分 叫做 x 
ва, 并 记 之 为 


ЕХ = | XCP). 


A X HULE E, Xt R h Borel Ж S, 定义 
| Pz(S) = PIXES}, SE ACR) | 
这 个 定义 于 ECR) LORRIE х ВОЛН. 920 х 
是 有 穷 值 的 , 故 XR) = 9, ЫЛЕ ХВЕ. Borel 集 的 和 
的 逆 象 为 其 各 加 项 的 逆 象 的 和 , 故 有 
PCR) = і, | 7° 
Р,(55;) = ХР,(5;), S; € 2808), (5) 不 相交 。 
由 此 可 见 Px 是 BCR) БИЛЕН. gR, БЕЙИ x Ж 
它 的 值 域 空间 尽 上 诱导 出 一 个 新 的 概率 空间 (R, Æ (R), Ру), 
这 个 概率 空间 叫做 随机 变量 廊 的 样本 概率 空间 ， 
ХВА Е, (z) 是 由 下 列 关系 定 出 : 
Ех(х) = Px(—00, r] = Р{Х >}, z€ R, ` 


e 4 e 





显现 F y (x) 为 非 降 、 厂 连续 函数 ,日 
Fx(—00) == lim Е(х) = 0, 


F,(+ oo) = lm F G) = 1. 


定理 1.1.1 设 F(x) (z€ R) 为 非 降 右 连 续 通 数 ， 且 F(— 
со) = 0, F( +oo) = 1, 于 是 它 必 是 某 一 概率 空间 上 某 个 随机 变 
жила. 2. | 

证 考虑 可 测 空间 (А, ER), 2- 

Р(а, b] = ЕС) — F(a), 其 中 a,b e R, ash, 

由 测度 拓 张 定理 知 P АНКЕ Ж ÆR) 上 的 概率 测度 ,这样 便 
35 ЖИЕ 5з [н] (R, gR), Р). ABILE Xle) = z, x€ 
R., TE Fx) ЖД X (z) АЛУА К. q oE 

注 不 上 只 有 一 个 这 样 的 概率 空间 。 例 如 还 可 以 这 禅 到 基本 概 
率 空间 ; Q = [0,1], F = 2210, 11000,11 里 的 Воге 党 的 全 
Ж), PHF 上 的 Lebesgue 测度 a, ЕЙ F’ 

Fæ) == inf f; Fis) > ol, 10610,1). . 
Э Fo), wE [0,1] 是 单调 增 的 。 每 个 ma 为 Fo АЕ 
点 :否则 存在 A, 使 得 下 式 成 立 

Fo) < k < Feot) < F (o + в), Е є с> 0, 这 
就 是 说 F(AD > о, Н Е(А) Sote, 对 任意 є > 0， 这 是 不 可 
能 的 , 故 FCw) 为 右 连 续 增 函数 。 对 每 个 + 往 证 

Е(ғ) = inf (c € [0,1], FH > 5}. (1) 
事实 上 ,对 每 个 sE R, 
FEG >s, 
从 而 对 和 任意 e> 0, FCF G + е) ZZ + + 8 > #, 由 此 可 知 
Е (= + в) 2 inf (о: F o) 2}, 


但 F 为 右 连 续 , 由 上 式 得 
- Е(ғ) > inf {ө F a) > ғ}, (2) 
i o (818 Fle > s, H F 16858 SNI FG) о, МП 
FO = inf {om; F 1(e) > з}, (3) 





Н (2) 及 《3) 得 证 (1), 

出 《1) 知 

tlo: Е-е) = y) = int Í; F (e) > у} = F (y), 

由 此 可 知 {[0, 11, #[0,1],2) 上 的 随机 变量 F Co) 的 分 布 
BAX F, 

定理 1.1.2 4&„(-)5ЮЁЮ5РЁ 0) Воге1 Й, 和 为 基本 概率 
空间 《2, F, P) 二 的 随 初 变 是 〈 今 后 提 到 随机 变量 就 十 指 在 给 
定 的 基本 概率 空间 (О, F, Р) 上 的 随机 谈 重 )， 于 混 随 机 变量 
8(X) 的 分 布 由 随机 变量 区 的 分 布 灵 所 决定 ;车 等 式 一 方 存在 ， 则 有 

EgO 一 | ep = | барб), O 

证 让 前 知 eCX) 是 随机 变量 ， 由 定义 有 

{gCXIE SI = (Xe (5)}, Se BR), 
BCS), 是 Borel =, 
P, (S) = Px(g (S), S € 200). 

由 此 知 定理 的 第 一 部 分 成 立 。 欲 证 第 二 部 分 ,只 需 对 30 的 竺 
获 情 形 加 以 证 是, 又 下 单调 收效 定理 知 , 只 需 对 为 非 负 简单 函数 
的 情形 加 以 证 明 即 可 . 又 由 积分 的 可 加 性 知 ,只 需 对 2С) (а) 
的 情形 如 以 证 明 风 可 ,此 处 LO) 为 & 的 承 性 函数 ， 


fl z€s, ` 
09 = { ру 


这 时 | 
&(Х(ө)) = 1.6Х(ө)) = хезу), 
TE ( 4) 的 右 方 等 于 
| ZOPA) = | отобу (28) = Px (5)» 
Пп (4) 的 去 方 等 于 | 
Eg(X) = | usa(e)PCa) = P(X € Shi. 

由 分 布 Px 的 定义 知 上 二 式 相 等 , 敬 (4) 得 证 证 举 . 

由 定理 1.1.1 及 1.1.2 可 知 。 我们 在 基本 概率 空间 (Q, .多 , P) 


= ó ` 


上 考虑 随机 变量 六 的 分 布 问题 时 , 可 以 代 之 考虑 样本 空间 СЮ, E 
(R), P.) 上 定义 的 随机 变量 Хх) = 的 分 布 问题 ， 这 样 一 来 , 当 
4620) 时 
PIX € AY = Pal A) = Plr € A) = Р,{Хе A). 

如 果 记 ODALAR) = (X (8), Be BR) 《这 就 是 
ÉE Xx [нл сй, WUE XAA ER т 8), 那么 
Х(®) 是 (9, o(X), Р) 3j (R, A(R), Po 的 可 测 映 象 ;使 得 (0， 
0《X),P) LOMIL E AEA R, gR) Pr) 上 的 随机 变量 2, 
且 对 任意 Borel ФК g, EER TF, 随机 变量 (X) 3620 (R , 392 


CR), Px) 上 的 随机 变量 g(x), HA 
{gC Pea) = | Сор» Cas), 
假若 上 式 一 方 存在 ， | 


$ 2, Ж ЖЕН ЖЧК, 


随机 变量 的 矩 在 概率 论 的 研究 中 起 着 重要 的 作用 。 在 简单 的 
Марков 及 Чебышев 不 等 式 里 ， 在 特征 函数 的 展开 里 都 出 现 扼 . 
tk r 阶 矩 收敛 也 是 委 率 论 里 的 重要 概念 .研究 独立 随机 变量 和 时 ， 
特别 是 采用 截 必 法 研究 独立 随机 变量 和 时 ;就 是 以 矩 作为 基础 的 . 

”定义 1.21 AMARE ЖЕЖ но 0, X 的 期 记 
EX" 叫做 X бот И: ЯВ EX 存在 , 则 |x1' 的 期 望 E|xI 
《永远 存在 ) 叫做 的 + ИТИН. 

定义 122 Ж E|XY < co， 则 说 X 属 于 L> 0)， 此 处 
L, 是 由 所 有 的 具有 有 穷 + 阶 绝对 和 抢 的 味 机 变量 组 成 的 空间 . 

关于 L, 空间 的 一 般 性 质 ,例如 它 是 线性 完备 工 离 空间 等 等 性 
质 ,可 在 一 般 的 实 变 函数 论 书 中 找到 ,这 里 不 青 重复 。 

下 面 我 们 只 给 出 一 些 常 用 的 不 等 式 和 简章 性质: 

(D в XP <i xF, 0<т' чс, {УЙ ОПА EIX], 
<ç, WJ EXI” < со, H-H б<» = r, Edu EIX FE 

“7 + 

















BAŞ. 
(2) 出 
[а telal + с, r > 0, 
此 处 
„= f: | r =< 1, 
21, r> s 
立刻 得 到 = :不等式 1 
E|X + Ү|' š E |X |' +g Yl ‚ r> 0, 
Жүн X, V 都 是 随机 变量 . 
(3) 在 下 列 不 等 式 中 
1 


Га <È ja рәр, rr>1 4 +1 —=а, 
y $ > s 


1 | 工 
取 а= ХЇЕТ\Х|', b= Ү/Е*|Ү|* 得 到 Halder 不 等 式 
1 1 
E|XY| < ЕХ. Еур, r>1, d-+ = 
r 


Halder 不 等 式 的 特 款 为 Schwarz RER 
| Е|ХҮ| <V EIXP. ЕУ, 
(4) Minkowski 不 等 式 . _ 
EHX +Y] EE XI + EP |Y, r> 1. 
事实 上 , 当 * 一 1 时 ,此 不 等 式 显然 成 立 . А + > 1 Df. Е Hölder 
不 等 式 知 
E|X + Y|' < E|X||X + Yi + ElYIIX + ҮТ! . 
< ЕХЕ + YI 二 E [YVE IX 
+ y | | ` 
< ех + к*|Ү|уЕ*\Х + Y”, 
把 此 不 等 式 两 边 除 以 Е? |x + Y|' R Minkowski жая, 
(5) lg E1XI", r > 0 # r ВЯ 
ШЕ, 取 r < r, 在 Schwarz 不 等 式 里 把 外 和 代 以 |х|", Y 
+ ё а 





фар 1197 @ | 
.FIX SEK .ElXI"™, 
取 对 数 ,得 Б _ 
log E | X| < 2. Cog E| X|*”” + log E |X|). 
由 此 知 log E | X |” 是 * 的 凸 函 数 . 
(6) E IXI 是 > 的 非 降 函 数 


签证 此 , ЖЕ Cr, y) Е у = юдЕ|Х|” 的 图 和 象 , 此 图 象 经 
Ж (0,0) 点， 由 于 log Е|Х|' E w РЫ, ЖЫШ, >> O BF, ЕН 


0, 0) 到 (=, log EIX] ыы E XI Ж” 的 非 降 


函数 .所 以 EXV 也 是 > 的 非 隆 遂 数 。. 

(7) ЖРК" күз D КЇ Ж ҮЗЕ, Xo tt X, 为 
可 积 随机 变量 ， 且 《X,，-… ,Xa DD, a.s. Rl 

EUX --+, X.)] Š KEX,, 5-5 EX.). 

往 证 此 不 等 式 ， 由 (Xs +, кде Руа. 不 难关 出 (ЕХ, т, 
ЕХ,)єр. Шраіж- ж Gl, “rth TRAH R” 里 点 
CPR -x 00, 人 SBI ЕН ZE, 设 (4: 
(COFEE °»1„бх°)) ЗЛУ ЗЕТА 6, 其 中 х" = G, - "s 
x)。 则 对 九里 任意 点 《> ozo) 有 


ПСТ ха) = бар, x2) + Zee, -ri D. 














特别 、 8 (х%, 5х0) 一 (ЕХ,, ..., ЕХ;), (х=. БЕ 一 (х, 
> Xa) RAER ADEK EX, :-, EX) +Ý AEX) 


(X; 一 EX), жадина, 其 积分 为 KEX,» ttg ЕХ„), 
从 而 左 方 KXo t, X.) 的 积分 存在 , 故 得 
ЕКХ,, -tty Xa) < /KEX,, +--,ЕХ„), 
特别 :对 任意 可 积 正 随机 变量 X, Y 有 
Е(Х°у!-9) < Е“ХЕТ"Ү, й<а<1, 


. j. 





E? + ү? у < (Ex + EY) 1< P< оо, 
由 这 天 个 不 等 式 容易 推出 Hslder 及 Minkowski RER. 
тж ПХ? IXI, 1<р< о, 
ВА sup tz: P(| X| > xz) > 0}, 
до ХІ, «ПХ, = ПХ = [АХ =< Рр q < оо), 
РОХ = 0) = 04 xl, = 0,G < < оо), 
此 外 , HER ¿+ < 0х1. K Isr < oo 有 
{Хх 22 E? |X|? 22 ЕЎ(|Х| хе) 
| > «РОХ > с) 
& p -> со, 再 令 ctl BEREA 
| lim ||X 1, = Хі. 
(8) ЖЖ ИНН | 
Qe HR БАРКТА Borel ВЖ, Xx 为 任意 随机 变量 车 zg 在 
[0， ©) ЗЕ, Н БОЕК. 则 对 每 个 a >0Ң 


ча <РЦХ >. ›< О, | 


# z 只 在 尽 上 非 降 ， 则 上 不 等 式 里 中 间 那 一 эйи PXS 
2}. ¿€ R. ` 

ШЕК ЖД. ше ЖШН 10, оо) 上 非 降 时 ， 我 们 
有 

вау |, eC Po) + |. #(Х(о))Р(ао), 
但 
FP{IX| > a) < | ECP) 
< leeP{Ix! > а}, 

в =} EXKCoDPCdo) < ба), 

zCOPLIX| 2 а} < ЕХ) < lg(X)1sP(1X1 2 a) + бо). 


= 10 = 


由 此 推出 抢 的 基本 不 等 式 。 当 & у К ЕЗЕН, ПЕН. 
特 款 | 
G) R gi) = e”, r> 0, 得 








ке p” -Z Р{Х > => a} = e "Ee, 
Gü) WE gD = |х|", r> 0, 得 Марков REA с: 
ое Рх > а) «ЛУ, 


在 特殊 情形 > = 2 时 ,这 个 不 等 式 就 是 Чебышев 不 等 式 。 
注意 ,对 基本 概率 空间 上 的 随机 变 王 ,车 令 


а(х, y) = Е =, 
I+|X— Y| 


则 A(X, Y) 具有 如 下 的 性 质 : 

d(X, Z) < a(X, Y) + a(x, 7) 

а(Х.Ү) = 0 = X = Y a.s. 
两 个 随机 变量 as 相等 ; 就 称 它 们 为 等 枚 的 、 依 这 种 等 价 关系 , 随 
机 变量 可 以 分 成 等 价 类 。 给 定 一 个 随机 变量 x, 我 们 把 它 所 属 的 
等 价 类 记 作 S. RU Ñ = (X':X' = Хаз.}, ШИ X ШЖ НИЕ 
一 个 元 素 所 决定 。 由 此 可 见 以 等 价 随机 变量 类 为 点 的 空间 ， 取 4 
《 - , ` ) 作 为 距离 后 就 构成 一 个 完备 距 冤 空间 ,而且 按 这 个 距离 的 
收 钱 和 后 面 所 提 的 依 概 率 收 合 是 一 致 的 , 


53. к Е Ф 


定义 1.3.1 R(X) 为 随机 变量 序列 ,我 们 说 X 概率 为 1 地 
ЕЙ РЕ Х, 5 O 
Р{ о: На Х,(0) = Xlo} = 1, 
Ж 12751 X, = X a.s. W X, — X a.s, 
我 们 说 随机 变量 序列 (X) 福 率 为 1 地 是 Cauchy 序列 ,如 果 
X, — X — Üa.s. Ш туп-> соо 0 X,,, — X, — 0a.s. Mi п — 
“11 * 





со, Ж У. 

由 Cauchy ЖҮ X, > X a.s. .的 充 要 条 件 : E XX.) RE 
率 为 1 地 是 Cauchy 序列 ， 由 定义 和 上 面 的 讨论 不 难看 出 。 随 机 
变量 序列 收敛 到 随机 变量 的 问题 实际 上 是 随机 变量 等 价 类 序列 收 
合 到 随机 变量 等 价 类 的 问题 . 

命题 1.3.2 MEERE CX) as- 收 人 到 一 个 隐 机 变 
是 , 当 且 仅 当 对 任意 之 0 有 





Р! Г\ U [Katm 一 Xa | >.]- 0. . (1) 
这 个 条 件 等 价 于 : l i 
PIJ Ix... — Xal > | —0, (о о), о) 


证 使 (X。) 为 Cauchy 序列 集 可 表 为 

(Xaar — Xa >0) = NU 1х Xt < +} 
由 此 立刻 推出 条 性 《1)。 (2) 55 (1) ш. шр 

命题 1.3.3 设 (X,) 为 随机 变量 序列 , 洲 存 在 正 数 序列 Се,), 
У Е, < с, 使 得 


ятї 


УРА, — X, > Es} < 9, (3) 


#=1 


ЙІ СХ„) EA 1 bDK éX, 
证 令 A, = {| Xn — Xal > S, fo лош 1, 


由 Ptimsopdw} = im РО) 4 „т РОА), 及 条 件 (37 
知 PilmsupA,]) 一 9, ТЕЗ Ж Штзѕир4һ 外 ， БЕШИ 
的 随机 变量 六 如 下 :- 

n, 在 u Ам 一 UAn E, 
N (w) = | 


= 12 • 


考虑 序列 {Xn 一 X,Go)), ЕН WCw) 的 定义 知 当 z 2® Nú) 
+1 时 ， | Хы) 一 Х.(о)| =< gas 岂 此 知 щ e lim sup/ m 时 ， 


存在 极限 | | 
7-1 
im Xala) = ахбо) + SAna) 00) |. ЗЕ 
定义 1.3.4 ”随机 变量 序列 (X,) 称 为 依 概率 趋 于 随机 变量 
X, ЖАНЕ s> 0, 
lim Р{]Х„— X| > в} = 0. 
Het skin x, = 或 plim X, = X, 


Cauchy ЖЕНЕШЕ, 随机 变量 序列 (X.》 依 概率 收 鼓 的 充 
ERER IKRA Cauchy PI, 即 是 X. — Xn ->0 (т, 
"n — со), | 

这 一 准则 的 证 遇 包 信 于 下 列 命题 的 证 明 蛙 ,而 这 个 命题 语 明 
概率 为 1 地 收 和 伍 与 依 概 率 收 敏之 间 的 关系 . | 

命题 1.3.5 18 (Х„) 为 随机 变量 序列 ，(1) 3 X, + Хав. й] 
X. X, (0) 着 Х„—» X, үн БЯ G) 使 得 x,, 
— KX a.s. 


证 证 明 分 几 步 : 
G) X, > Xas. > Xr Х, AFARA KAEH: 





IX, — X} = ñ Ü [1а x! <|. 


=]n=]Y=l 
Gi) Xn — X = (X, = Xa) — = 0 (m, n—> оо), 
事实 上 对 任意 ° > o 有 
РАХ, —Х„| >e} <P fiXa — x1 > 二 | . 
Е 
P {ix, — xi >=}, 


+ 13 = 





BEAN (Xa 一 Xr) 0 (m, n — оо), 

GD 若 х, — Х„—> 0 (m, # — соу 则 可 找到 子 列 (mey 及 
随机 变量 XX 使 得 An, > X as. (па > 00), X. 一 > X. RAER 
们 取 一 1。 用 归纳 法 取 (в), 设 na 取 定 ,对 АРЕ М 818 


1 Щ r, r ZZ N > пы, 


— 工 | ш 1 
p| |х, xi >L) < h, 


Ba 等 于 使 上 不 等 式 成 立 的 那个 最 小 的 N. FÆ D Pln 


Z X.) > 去 } < X < оо. 改 册 命题 1.33 知 存在 lm Ха 
= X a.s. 号 外 ии 
Рх, — X| > s) < PÍ а) 


+} IXa, — Х| > 2}, 


令 = 04-е, 由 假设 及 G) 立刻 推 知 X, — X. а 


”命题 1.3.6 5 (х,) 为 随机 变量 冶 列 . Xa 依 概率 趋 于 随机 

变量 X 的 充 要 条 件 是 对 任 音 r> 0 有 
іХ, — Xj" 

I+ |X, — X j|” 





> Ü (eo). 














得 : 
IX _ e _ 
Ey xF 1+ z <s> 
<1 + e, lx 
7а + |x |” 


对 任意 0。 由 此 立刻 锥 出 本 命题 ， 证 毕 
定义 1.3.7 随机 变量 序列 《X。) 称 为 ” 3335 ES T BB HL Е 
x, wik r> 0， 若 每 个 X, ЯНН r Ж, НЩ п> оо RJ, 


* 14 . 





E|X, 一 Xi 一 9、 r APRA Xa — X. 


8813.8 10 (Х.) 为 随机 变量 序列 ,> > 0， 
(а) Xa Ха, Е|Х|'< б; 


(2) 当 х, ХЕ, Е|Х„' > Е|Х|З 
(зуң Х. — ХВ, X, X: BZB Х.Х, 
皇 X。 几 乎 处 处 一 致 有 界 , Bir ||x, КСО, » > 1, B| x, — 


x, 

证 (1) 出 «不等式 有 

Е|Х|' = E |X — X, + Х„|"' 
= c,E|X — EAL + є,|Х„|' < со. 

(2) Җ ж], Нес RERE . 

{Е|Х„|'— E|XF| < E|X, — X| — 0 (n — со), 
当 у> р 时 ,由 Minkowski 不 等 式 有 | 

| E“ |x, — E? [XI < E? [x, — Х|'->0(а—> оо), 

G) Њ Марков 不 等 式 的 特 款 (i ,对 任意 e>0, .有 ` 

"е 5ш 下 Z рх, — xI е) < Хет Х| I xU. 

出 此 立刻 挫 出 〔3)。 证 妾 | 

我 们 短语 随机 变量 序列 СХ.) 的 收 敏 问题 时 ， 已 经 知道 人 概率 
收 但 是 最 弱 的 一 种 收 合 。 但 在 概率 论 里 还 有 一 种 关于 随机 变量 序 
列 的 分 布 函 数 的 收 敏 也是 很 重要 的 ， 而 且 它 弱 于 依 概率 收效 。 

定义 1.3.9 若 当 = 一 о 时 随机 变量 序列 X, 的 分 布 函 数 F, 
CO 梯 收 笋 于 随机 变量 乏 的 分 布 函数 FCO) (ЕП Е„(Х) Е(Х), 
当 X 为 F 的 连续 点 ), 则 称 X, RERET X, 简 记 为 Х„->Х, 


Ф595 1.310 Ж X, -" X, W X, > X. 


证 HESE rA ` = 
{Х=<х}} = {X ==, K, =< xz) + (X < x, X, с 





т.195 =. 





CIX, << x] + IX =< >, Х„ г> к}, 
由 此 有 
PIX < х'} < ЕК) + Р(Х < z, X, > =Y, Ë = < x. 
ВБ Я, 24 л — 0 时 有 
PIX =< z, X, > =) = Р(Х, -— X| > x — к} 0, 
故 由 上 不 等 式 得 . А 
. -F(x') < liminf Fala), 当 r < z, 
同 理 ， жх 5 X, 互 调 ， х 与 五 调 可 得 
limsup Fx) < F(xz”), G z < x”. 
-PES z < * < x” 时 有 . 
Е(х у= liminf Р(х) = lmsup Е,„бх) < Р(х”) 
若 X 为 下 的 连续 点 , 令 rte, rir, ДН ЕЖА 
Е Е.С) = ЕСк), х Рам, 
这 就 是 说 车 。 一 X, Ww! 
局 样 推理 。 上 只 是 把 忆 换 为 хь, ЕФ: z, х" 都 是 下 的 连续 点 ， 
Б. ББ 
系 1311 ЖХ„—Х„—560, В Хур X, WX, 2 X. 
只 是 当 х." с (с 常数 ) 时 ， Xa? є 且 反 之 亦 然 ， 所 谓 х, 
сі F.C.) BETE. Н АУРА АС. 


$4 BORER AZE 


定义 1.4.1 УНИ CX,, nET) озени E 
эр|, 1Х-1Р(дә)-» 0, G — о), | 


ЖК r ЖЇН А ЕГ. 
命题 1.4.2 БЕЛЛЕ ЕЕ (Xas n € T) 被 可 积 随 机 变量 X Яв 
对 控制 , 即 (Xal = Хһв., p E I, ДШЖЖ 0 -- Sit uj £. 特别 ， 有 


. 16. 


穷 个 随机 变量 构成 的 族 为 一 致 可 积 。 
证 由 条 件 知 


= 
| IX, Pdo) < Í... XP(do) — 0, a — оо, 


对 特 款 部 分 : 取 X = >,|Х„| BIT. 1820 

命题 1.4.3 随机 变量 族 (X,, n€ 1) 为 一 致 可 积 的 充 要 条 件 
是 下 列 两 条 : 

G) (一 致 也 绝对 连续 ) 对 任意 E > 0, 存在 Š > 0 使 得 


гор | [XOP <s ш РСА) < si 


Gi) sup | |X.|PG2e) < eo, 


Ш ЖЕШ. H (X,, nel) 为 一 致 可 积 ， 对 任意 4 € Z, 
K a > 0 # 


Í ix. 1PGae) = | 


<| ІХ, | + aP( A), 
ма 


Теа | Ra 


«х1 Ах, Гау 


出 一 至 可 积 性 ,对 任意 s > 0, о fE ap] |X| < Z. 
由 上 不 等 式 得 
sup | xlPCdo) < È + aP(4), а) 
取 4 使 P(4) < = 由 上 式 得 
sp | IXa Po) < в, 
Жр G, ФЕ 00). Еже > 0, 由 (1) 得 
sup |, \Х„\Р(до) 


< +< e, 


...17 * 


这 就 证 明了 (8) 成立. 
充分 性 ， 若 G), (ii) 成 立 , 则 由 Gi) 知 
sup РОХ. >а} < + шр} 15.10 (a — со), 


FE G) NI, 3 a — eo 时， 
s sj. p XE) 0, 
Wk (Xan € Г) DRT, le 
定理 1.44 Z (X,) 为 Li(r > 0) 中 的 随机 变量 序列 ， 则 下 
述 各 条 等 价 : 
G) (Ka) Æ L, фи; 
(н) (Xa) 在 L, 中 为 Cauchy 序列 * 即 当 m, n — co 时 
E|x, — Х.{" — 0; 
Gi) (1X9 为 一 致 可 积 , 且 存 在 随机 变量 X, 使 
X, — X (п — со), 
Р 
G) > Gi) вс, 不 等 式 有 
Xe — Xal <Ë X, — XV + e,E|X, — X" — 0, 
| п, m — oD, 
Gi) = G) 设 Gi) 成 立 , 对 任意 e с> 0, 存在 МР 0 使 得 : 
| ix, — Xa Pdo) < s, Шт, n P N. 0) 


但 由 2 不 等 式 ,对 任意 À € Sr, A 
{ IP) < | wara | 1х.—х„. O 

B (2), (3) Я, IR m = N, ооу, A | 
(Пааа) < sap | x+ee  @) 
因为 个 随机 变量 族 ОХ, 55, Хо) 必 是 一 至 可 积 的 《命题 1.4- 


2), в (4) 立刻 推 知 , 随 机 变量 列 《|X。|) 满足 命题 1.4.2 里 的 条 
HORG) AE CXD 为 一 致 可 积 ， 此 外 对 任意 s > 0, 有 


” 18 = 


P[| X, — Xa! озуне сыс» m, n — ©, 


由 此 立刻 推 知 X。- X. 


Gi) = (0) щ (шу 成 立时 , |X1' 为 可 积 , 事实 上 382 (ni) 
为 子 列 使 得 X. — X as. 则 必 有 (Xul |х|, 故 由 Faou 引 理 


Е|Х\' = Bm inf E| XV = зир Е|Х„|'< оо с: 
Ыы я | 


(йз (1Х.|') ЯЯ). 


此 外 有 
Í, |x, — x |' PCa) < < j. к. zi 
| + Ж; шр 
| ат 
+ a ТХИ 


УЖ о > со аў, PIX, Х| >}, 对 任意 6 之 0. XA 
(Xj) 为 一 致 可 积 故 | 


| |x, =» 0 (a — о), 
IXa Xe : : 


( 170, (о c), 
АРТЫ ` 


_ ЖШ ЕЖА] 


lim a Í ix. — Х|'РСдо) = 0 


这 就 是 (1). E | 
145 Ж X,— X (> =), B sp ELX < со, 则 


х. TX М уб», 
证 ”由 上 定 亚 知 , 只 需 验证 【1xv |”) 为 一 至 可 积 ， 因 


| к... lx." < Еа [>a Ix. < 


+ 19 = 


& - 





t fixa 


== sup E |X? -> 0, а co 





< 


_ r+ 


ж (1х. |”) ARTIR Еф 
Ж146 # X,— X G — co), B 1х | < Y e L,, š n 


Pos BI Ka => K. 


证 只 需 证 (|X,|) 为 一 致 可 积 , 由 命题 1.4.2 立刻 得 到 . 


i 
定理 1.4.7 i%(X,, s€ 了) 为 可 积 随 机 变量 族 ; 它 为 一 致 可 积 


的 充 要 条 件 是 : 存在 R. 上 的 非 负 函数 6, 使 得 im 人 5 和 — co, R 
sup E G(|X.1) < бо 
证 “充分 性 ， 对 任意 s > 0, Ф 
| “ур 204, „|>, 


нс, GO > > > <。 于 是 在 集 {Х| > c) E 


[Xal] E G(|xX,|)/z, XT n€ I, 因此 有 
|... \Х,\Р(д®) < 2. Llu с(1х. РС) 
< 2 sup EG(|X, = в, 

对 me I. Ж (X., n € I ж ЖТ. 
必要 性 选择 上 升 趋 于 十 co 的 正 整 数列 (cO) 使得 
sp fag PD O со 
ХА Х.. me 有 | 
а, А649) > > „ре < {Xal 69 + 1 


к 70 = 


= Ў „РИХ > m) РИХ, >т + 1)1 


т=су 


> 5 РИХ, >т}, б) 
т=гь 
由 (5), (6) E PUX| >т} < Ута xs, 
k=l mag 
nél, {Н Ë | | | | | 
з ALESE > m} == егш, | түс 


k 


1 


š 
l 


а 
此 处 ，gm 一 > Legamia Яр Çk; к = 四 中 元 素 的 个 数 。 显 见 当 
„кюню, gx — 
80) = E. gml "ендә 
G( = |, ROTH | ' | 
вз 0 - ot nt. -此 外 ， ЖШ 
EX anel 有 | Е 


всіх. = У? СіХ.) Рае) 


к=п tik ейт 


|. 
T > рр + паха Е -jc 
(>: JP < [Xs| < &+'1) 


< Ñ арх, > 41 < 1, 
从 而 sup ЕС(|Х.|) < со, ЗЕ 


今后 还 要 用 到 一 族 随 机 变量 为 一 致 可 积 的 另 一 充 权 条件 ， 
为 了 叙述 这 一 充 要 条 件 、 我 们 需要 可 积 随 机 变 好 序列 的 弱 收 做 概 
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&. | 
定义 1.4.8 ”可 积 随机 变量 序列 (Xo) ШИ ЫШТ ПИШ, 
变量 x, 若 对 每 个 有 界 鸯 机 变量 了 , 有 

lim EX,Y = EXY, 


一 族 随机 变量 称 为 弱 紧 ， 如 果 族 里 的 每 个 随机 变量 序列 包 食 
wiw ай ЖК 

定理 1.4.9 (Dunford-Penis 弱 紧 准则 ) 可 积 随 机 变量 族 
(Х,а € 1) 为 一 歌 可 积 的 之 要 条 件 是 该 族 为 弱 紧 ， 

我 们 不 去 证 明 此 定理 , 读者 可 参阅 [18], 


s 5. 随机 向 量 、 随 机 序列 及 随机 函数 


m 维 随机 向 量 交 里 指 由 二 个 随机 变量 Xi、-… ;Xm 所 构成 的 
向 最 ,其 中 X; ШИЖ ; 个 分 量 。 随 机 向 量 区 的 定义 域 是 基本 空间 
0, НЕ m EEA R”, EWER" f Bore 域 ( 即 由 RR” 
里 所 有 区 间 4, XX Ans 466 AER) 上 的 最 小 o 城 )” 记 为 
gR") 一 К)”, Жанин x 97 З (о, F) AICR”, 
50КЕ”) 上 的 可 测 映 象 ， 把 AR) ETER X, FRY X 
(as (RX) 记 作 o(X,), W) (Et E: Sr BT c R. 5 22608") E 
TWR х АЕ oX) = е(Х,, +++, Xa) W (X) 也 是 
F Рс, 0х) К сх) 分 别 叫 做 随 视 向 量 X 及 随机 变量 
X, 在 基本 概率 空间 中 所 生成 的 子 cik. 现在 考察 ef) 及 oC Xr), 
k= 1,2, -· «т 之 间 的 关系 ， R” HRAM (—осо, х), £ == (ху, 

1ta хы) хата 

Хо 00, z) = {0:Х(о) < x$ 

= (о: Хю) < x i= 1, 2, зу т) 


| = A {Xi 过 ri} . I (1) 
ШЕЕ, X-:(—oo, х) 是 oCX;) 中 的 事件 {Х; < z), ¿= 1, 2, 


= 22 + 





的 交 。 {Н Bod PR ФСК") 是 含 所 有 区 间 (— оо, х) 的 最 
小 = 域 。 所 以 由 和) 知 olX) 是 合 所 有 形 为 (X; < <), i= 1,2, 
“… 和 的 事件 的 交 的 最 小 = 域 ,从 而 也 售 有 (X), i= 工人 
中 事件 的 交 及 并 ， 因此 称 (X) = oe(X,, ttes X,,) 为 (о(Х;),! 
=1,2, "+, m) @ о. BILAR Хна Ж РЕЗИ: Әу 
(Q,s(X)) Я] СК", sp (R=)) „шүн, ШЖ ЕХ, = 
1,2, teto m 存 宇 , 则 随机 向 量 关 的 数学 期 刻 定 义 为 各 分 量 的 数学 
期 望 所 构成 的 向 量 

ЕХ = (ЕХ,, ***, ЕХ.); 
其 中 EX ER” 中 的 一 个 点 ， 

ЕЖЕН ЕЕЕ (ЕЛВЕ Е, x = Xr + ;x”, 
其 中 X 及 X” 是 取 实数 值 的 随机 变量 。X 的 值 域 为 复数 平面 , 即 
Rx R 平面 。 复 慎 随 机 变量 X 的 数学 期 刻 定 义 为 复 平 面 上 的 点 
ЕХ = ЕХ' +iEX", ШЖ EX' B EX" 存在 。 由 此 可 见 复 数值 
随机 变量 x 是 二 维 随机 变量 的 一 种 表达 ， ЭЖ |EX| < F|X! {д 
能 成 立 ， 因 为 把 X 表 为 航 坐 标 时 X= реб, EX 一 re“ 时 。 则 有 

r = e`” Epe” = Ере? = Epcos (8 — г) < Ер, 
т КЕНЕА X RIAA PCS), S 270"), EXA 
Py (s) = PI XES}, 
其 中 ?是 基本 概率 空间 里 的 那个 概率 ， AA Р, 是 Во R = 
СЕ") ЕВО Е. ВЕСЕ АНЕ x. 在 其 值 域 空间 上 诱导 
出 一 个 概率 空间 СА”, ÆR), Ру), БЕЗЕ R x BJ PE Ж 
ZA. БЖ | 
F y(z) = F yu Xm (Ti ..., x=) == P C 00, х] 
= PIX; iy i = 1, 2, -*-, т} 
n ЕЕН Х ВО Й-Б. Fx RE яшя Жа < Ка < 
bj =l, 2,°* “т ), my 
G) EC, 5] = A,-.Fx(a) 2 0, 
此 处 
As F (а) = А, „зз. Ара F x Ass йы), 
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Аа) = КЬ) — Ка), і = 1,2,- 
Gi) Fla, 5] >+ 0, b a. 
(бш) Fal) —=0 着 有 一 个， x>, 
(у) Fel) — 1, F (as +, 6) ә Со, + eo). 
EM 1.1.1, 1.1.2 及 命题 1.3.10 对 随机 向 量 的 情形 仍 成 立 ， 它们 的 
证 明 也 相似 ;下 曾 仅 叙述 这 些 定理 。 - 

定理 1.5.1 ”每 个 具有 性 质 (一 (iv) ой ЕС) 是 (К", ж 
(R=y, PO 上 随机 向 量 XCx) 一 * 的 分 布 函 数 , 这 里 

Руба, b] = Е(2, 5]. 

定理 1.5.2 2 z Р” LAAIE Bord 函数 , XARRI 
量 , 于 是 z(X) 必 为 随机 变量 , 且 СХ) 的 分 布 由 хш Px Вт 
定 ， 还 有 

Es(X) = fan OPA- f pa gtrydF уб) у, 
若 等 式 的 一 方 存在 . 

定理 1.5.3 若 随 机 向 量 序列 (Xo 依 概率 趋 于 随机 向 量 Xx, 
则 Fx, = Fx. 

由 定理 1.5.1 及 1.5.2 ==, ЧАЛБА ХАЈЕК Е 
А, "236 ВА 23 [8] СК", ССК”), Рх) 上 的 随机 商量 
Ў (e) == х 的 概率 性 质 , 即 对 任意 4 € aR”) 有 

P[X € A] = Р.(4) = P,(z 6 4) = Pi e А}. 
随机 向 量 Xtw) 是 基本 概率 空间 (8,oCX), Р) 到 (R=, ER, 
Рх) 上 的 可 测 变 换 ， 使 得 此 基本 概率 空间 上 的 随机 向 量 X 变 为 样 
本 空间 上 的 随机 向 量 XO) = x, 而 且 对 任意 有 穷 信 Bore! ра Ж 
gs (X loD EA gG), Н. 
f, eCxCo) Ppa) = | „ебәРу(4=), 


若 等 式 一 方 存 在 . 
随机 变量 典 X = (X,, :€ T) 称 为 随机 函数 (过 程 ), 如 果 参 
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HETE Ё = [—co, о] 上 的 一 个 区 间 。 如 果 和 参数 集 工 是 可 
ш СР K == 1, 2, ` ©), 则 多 称 为 随机 序列 ， 可 记 作 
(Xp k= 1, 2,0) = {Xs п = 1,2,6), 


令 Rr = П R заза], П ЁТ 中 的 元 素 z = (r 1€ T) 


Ey X T БВА. 这 样 一 来 , MNAR x ЖЕ X (0, 多) 
LRAT Rr LIRR, 并 且 是 可 涡 映 象 。 为 了 说 明 可 油性 , 我 们 
需要 指明 Ат 里 的 Bord Wim. HEREA n, ERE 
数 人 Кт 中 的 集合 : 
{хт:т,, = Br "Yy Xi, = а} 
ПИ Ат 里 的 区 间 ， 含 所 有 这 样 的 区 间 的 最 小 т ER 3872; sg (Rry 
ШЖ А7 中 的 Borel 域 , 并 记 作 
a= || е., 


B, E: Е) Bord 9, BURA (дё, € T) DER 7 R. 
易 知 Bod RE ESRARLA Borl 集 Sr， 为 底 的 柱 党 
CEST.) = Sy, X П R, 的 最 小 о, Je bk. Sr, 是 Bora PQ 


а (Ti R.) = П æ. HARA, тт, втеу, 


tE Ty 


AAH, TAARE Bord 集 为 座 的 柱 集 的 全 体 构成 æ 
АТ ой. (НЕХТ ЧТК Восс 党 为 底 的 柱 集 的 全 体 叉 包含 所 
有 的 以 有 穷 维 Вога WARDER, KELES o aT, 由 此 
ЭП, 鹏 "也 就 是 以 可 数 维 Borel 集 为 底 的 柱 集 的 全 体 。 . 

Rr 中 每 个 区 则 在 XX 的 映 象 下 的 送 象 是 多 - ВОВЕ, БАНН 
ШЖ А О НЕА Т 中 任意 党 合 的 北 象 也 是 3 可 测 的 ， 而 
Н.Х (ФТ) HR 多 ВОР тй, ах арон] (О, s= 到 可 
зїн) (Rr, ту кунй. XE 是 伟 所 有 如 下 形状 
的 集合 的 最 小 с #: 


{Х, € Bas С» Xis € Bint = П x; є Bats 
taf 
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此 处 Ba E EE з HEBREEK, л, ..., ta. 29 T 中 的 性 意 参 数 - 
нт XAB) 也 是 含 所 有 有 穷 交 J Ans лес) 的 


Ebo ik. БЕШТ о БА XE) 叫做 随机 函数 在 基本 概率 空 
[к ТРАЕ ОУ с ER, Jl ny Х(дӘТу=о(Ху=о(Х,,,є Т), 
于 是 可 以 把 随机 函数 X 看 作 是 可 测 空间 (0, oCX)) 到 (R, 87) 
зы т И 
Ë T %5з—Ж И. єгС-) 是 (Rr, өт) (Ет, а") 上 
的 Bore! ВЖК, X, = (X,, € T) E: (О, F) LARIAM, T 
是 gr(X7) Ж (Q, Sr) šj (Rr, B) 上 的 随机 孙 数 。 这 就 是 
说 随机 函数 的 Bore 函数 仍 是 随机 函数 .实际 上 有 
сСр"СХ1)) = (ат(Хт)) aT) 
= (gr Xr y (AT) 
= Kr er (38 T )=Х:'С ёт) 
= afXzrDC 多 
由 此 可 见 СХ) 8: CO, F B| (Rr, ser) 于 的 可 测 映 象 ,此 外 
还 知 , 随 宙 函 数 gr(X7) # (Q, FO 中 所 产生 的 子 = Roler Xr) 
是 X; 所 产生 的 于 o 域 clX7) 的 子 с Ж. . 
随机 函数 Xr = Cx,,: ET》 的 分 布 Px 如 下 定义 
Pz CS) = P{XrES}, 5627, с 
Р, # Rr RERA DERA R"! = TI RTs STRAFT 


тє 





Ж) ЕЕЕ ИЕ 
Ру, (9) = Ру,(С(5т„)) = PIX: € CCSr0)), 
其 中 Sr 6 mw 一 Т] Ba Px, C) 称 为 这 际 分 布 ， 边 际 分 布 
кєт 

Ж (Ра ТУСТ) 是 无 矛盾 族 , 这 就 是 说 , 若 R 及 R” 是 ЕТ йй 
个 有 穷 插 乘 空 间 。 日 其 上 的 边际 分 布 分 别 记 为 已 及 Р”, УШ R” E 
R 及 R” BARE DERZ, MP, P” 及 Pi 在 Е" 上 决定 的 
有 穷 维 分 布 部 相同 ， 
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反之 ， 若 Rr КИД ЗАВО (Ру, Тс Т) 569780, 
此 族 在 BT 的 Bord 3 敌 7T 上 唯一 地 扩张 成 一 个 概率 油 讼 Pr ， 这 
是 有 名 的 Колмогоров 定理 ， ЖЕНИ F: 


”对 每 个 Bord ЖЖ CCBaw), smc B» 我 们 定 


УЖЖ РЕ 
Ес | PCCB) = Pryl Bry). 
DI Р. 在 所 有 Bod 柱 集 构成 的 族 E: 上 是 有 穷 可 加 的 ,而 Er 
本 身 是 一 个 域 . 所 以 欲 证 此 定理 ,只 须 引 用 测度 扩张 定理 即 可 , 因 
EERE P. fE 7 上 于 空 集 % 处 连续 ， 这 就 要 证 ,对 任意 8 > 0， 
Ж Воге 柱 集 列 СВИ, HE Bw 是 А, Xo x R, HEA 
个 区 间 之 和 ,而 且 对 每 个 n; ĦA | 
| РУССО В)) = Рал,..„эСВи) > в, | 
则 4 非 空 。 为 简便 计 , 记 Раш) = Р„. В P, 为 有 界 卓 从 下 连 
续 ， MAUER, x ... x< R, 中 每 个 区 间 时 可 以 找到 一 个 有 界 拷 区 
[Н], ЕНУ Р, руини Р, ИЗМЕРЯЕТ. 这样 一 来 ;在 
每 个 В, 里 可 以 找到 一 个 有 界 闭 Bord Ж B, 【是 有 穷 个 有 界 闭 区 
Яп) 使 得 P.(B, 一 В.) < 2/2", ҢҢ - 
P.(C(B,) — CCB D = Р„СВ„ — В.) < ві", 
若 记 CDA ССВ) = Ca, W 
PCE, ) 一 Ca) = PC (Ba ) с) +. 
+РКХС(В„у— e> 
< P.(C(B.) — C.) + + 
| + PCCB) =” cy 








后 Е Е 
< x ty t + зад 
< 
: 2 


EH C,CC(BDDCC(5,, BERG 








PACs) > РКС(В,)) — 5 > 5, 
由 此 可 见 每 个 C, 非 空 ， 所 以 可 在 Cs 里 选 一 个 点 r = (zt, 
х7, 566), H GDCD ДА М PP 一 0,1, +++, tP € б, 
GCCBs) 从 而 ӨГӨ, 66, хг*юу € В, XIN B, 为 有 界 ， 故 可 
EFFY (za) WEI <l) — x (А5 со), 在 这 子 列 中 叉 可 选 子 列 
(л) 使 得 zt -> х, 依 此 类 推 ,二 是 对 角 序 列 (zt. 2... ут, 

у ry) — xz == С, "yo 而且 (mika). s `, хт 
— (баң, am) E В, ХЕМ m. 所 以 x€ C(B.DCC(B,), 对 
im. ЖЩ 


ré Acn) = 


ZAAT 4 dFE2E, Колмогоров 定理 得 证 . ШОР 
随 视 函 数 X, 在 值 域 空间 (Rr, айту 上 诱导 出 一 个 概率 测度 
Рх. 这 个 新 的 概率 空间 (Rr, 297, Pe) 出 做 随机 函数 X, 的 祥 
本 概率 空间 ， 册 此 可 知 , 妆 我 们 讨论 随机 函数 X; 的 概率 性 质 时 ， 
我 们 可 以 考 虞 样本 将 率 空间 (Rr, 8T, P. ) 上 的 随机 函数 多 一 
(X,(zz) = xz; z€ Т) 的 概率 性 质 ， 随 机 函数 X, 的 有 穷 子 族 (X,,, 
+, RO УЖА (х, 5, X, ) 的 分 布 : 即 
Px КЗ, € А, = lytt, N) 
一 Рх, € 4,5 £ 一 attra N) 
= Р(Х, € A, i= l, >, №). 
ЭАТ, Ху (о) 是 把 概率 空间 (О, (Xr), Р) 变 为 
СЕТ, ÆT, Ру 的 变换 , 它 把 原 空 间 上 的 随机 遂 数 Ху 变 为 相 空 间 
上 的 随机 函数 铝 ， 把 X, 的 Bord Ж gj(Xr(w)) E 2, B9 
Воге 函数 Eplay) = (хт), HA 
人 в )РСАа) = È p gr СР Сат), 
若 一 方 存在 . 
上 面 已 经 说 过 , 当 我 们 考虑 随机 函数 禄 + 时 ， 我 们 可 以 把 基本 
概率 空间 (0, ,P) 中 的 5 域 殉 换 为 并 所 产生 的 子 = 域 ofXzr) 
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== ХЕ 07). E gr E (Rr, 887) 8] (Е, в) 上 的 可 测 映 象 
CEP Bord 函数 ), 则 gr(X7) 是 CO, oX 到 (Rr, 222) 上 的 
可 测 映 象 ， 反 之 ,车 已 知 f(w) Ж (0, c(X,)) SJ (Rr, жу 上 的 
TAWAR, 是 否 可 忆 找 到 一 个 由 (到, дету 到 (Вт, шту 上 的 
Borel БЫ р, 使 得 
Жо) = #СХү(о))? 

我 们 对 此 问题 给 以 如 下 回答 , 当 Rr = R = [—со, оо], BA 
£ #1. 

定理 1.5.4 (ARREDO HERRA, С, ,wr ) 为 
任意 可 测 空间 。 Х(о) 为 2 到 07 的 变换 ， A Ka) Ж (G, x 
(e Da (R, 客 (R)) 上 的 可 测 函 数 , 此 处 ЖЕ (R) ДЕ Ї——оо, оо] 
= Ë Б Bora R, TEZE C, a) 到 (R, aR 的 
可 测 函 数 z, (EIB 了 一 zX. 


证 “对 每 个 正 整数 n 令 
k RHI pap L: .., 
Ba = fo: £ < e) < ŽEN, k= 0 21,555, 





В. 一 (o: Кө) == +}, 
Bae = {0: Ко) = +оо}, 
НЕ А, а, K = 0, 1, :.,, Боо Е X (ои) 可 测 的 , 故 
在 5 域 .er Д Aa 使 得 
В.к = ХАА). 


令 | Ава = As. 一 Ја» 
ЖЇН З ЕЛАН 
ХХА) = ХУСА.) — ХХА) 
ЕТ: 


== Bag — UJ В, 
iak 


48 Ban; 五 ,一 Ф, 当 1 = ks й ХА) В... ENH L, 
а) 51 (R, aR 工 的 可 测 函 数 如 下 : 


» 29 = 





в) = У 00, (EAn E ж), 
k st. А 


8.(Х(о)) = >; Ži esea a C) 


-SEI (о), 


x 2 3 

BEA, H s — оо 了 时 „(Х())-—> JG). 

95—771, 4 п = оо 时 ,使 gs(x) 趋 于 极限 (我 们 记 此 极限 为 
ga) 的 那些 x 构成 的 集合 5 必 是 .oz 可 测 的 . 

比较 以 上 两 个 极限 关系 ， 我 们 得 到 XCS, H res Е, 
定义 g(x) = 0, 我 们 就 把 a(*) 拓展 成 为 07 上 的 函数 , 折 展 后 的 
ВС) Е (207,00) 8] (Ё, gR 上 的 可 测 隙 数 ,而 且 

ө) = gX Ço). E 

ELY, а) RT, 227), TEK = Ху=(Х,,,еТ)у,Ң 
Xer) = KBT) = с(Х+). 990 дё! 就 是 所 有 的 以 可 数 维 
Боге Ж Sy, 为 底 的 往 集 C (Sr) 的 全 体 , 此 处 T. Jé T HEET 
Т (Ху) = XFC (Sr), TCT} = {Х (5), ТСТ}, 
故 oCo 中 的 集合 (Шш X; 所 决定 的 事件 》 无 非 就 是 由 Xr 的 茶 
一 可 数 子 族 Ху, 的 逆 所 定义 的 集合 * 亦 即 Xr 的 可 数 截面 Xr, 所 定 
又 的 集合 。 这样 便 得 

系 1.5.5 可 测 空间 (о, о(Х)) ERZAR) (可 以 取 值 
+00) 为 可 测 的 充 要 条 件 是 : 存在 一 个 R! 上 的 Bore 函数 grr 
(THURE + оо), 使 得 

Ко) = #(Хүтбе у), 

而 且 XzCw)) 只 依赖 于 Xz BO PI ФО ЫШ Xr. y BJ Xr = EEren 

Ж zX, 只 依赖 于 Xr 的 可 数 截 面 Xr， 这 一 事实 可 以 从 定理 
1.5.4 的 证 明 中 看 出 ,因为 每 个 В, € e( Xr, ДЕ В.а АЖР Xr 
н КЕПШ. 
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第 二 章 ” 条 件 概率 及 未 件 期 望 
$1. 初 等 情形 | 


Зх [ш] (O, 27, Р) 上 的 随机 变量 ，4 为 一 事 
Е, ае F .我 们 想 在 某 一 给 定 的 条 人 性 下 , ХАЕТ 
4 的 条 件 概 率 。 先 让 我 们 考 囊 初 等 情形 ， 信 这 种 铺 形 可 以 直 矣 地 
看 滞 一 般 概 念 的 实质 . 

我 们 知道 ; 对 初等 情形 , 在 已 知事 件 引 发 生 的 条 件 下 ,事件 过 
的 条 件 概 率 PC41 好 )， 就 是 在 重 揽 地 做 试验 中 , 当 吾 发 生 时 4 发 生 
韵 频率 .。 如 果 我 们 直观 地 把 下 的 概率 PCB) 看 作 是 事件 8 发 生 的 
频率 , 把 事件 4, B 同时 发 生 的 概率 PC AB) 看 作 是 事件 АВ RE 
的 频率 ,那么 PC4[B) 应 定义 为 

P(AB) 
P(B) 
Ж P(B)= 0, WJ P( AB) = 0, 于 是 P(A|B) 无 意义 。 今后 设 
РСВ) 20. PC415) 作为 4 的 集合 函数 , 它 具 有 下 列 性 质 : 
P(O|B)— 1, . 
PCALB) = 0, Ае Z", 


‚(5 4iiB) = > РСА В). 


由 此 可 见 PC | B) 是 可 测 空间 (8, r) 上 的 一 个 概率 测 底 ， 若 随 
机 变量 匀 对 此 概率 测度 的 积分 存在 ， 则 称 此 积分 为 已 知事 件 B 发 
ERRET. XRAN, 记 作 E(X|E , 所 以 


E(XIB) = | Х(о)Р(4о|В). 
因为 P(.18) 在 {48Be。 ЛЄ ЖО} ESFE, ВИШ БЛ ЖЕНУ 


. 31. 


P(4| В) = А Ж P(B) > 0. 


EF |, X(e)P(4o| B). 但 对 AC B,A € 名 时 
POCAIB) = RABI BAY) 
CAIB) рву ™ PC) 
所 以 上 边 的 积分 又 等 于 


1 
TON X(Co)PC(4o). 
册 此 可 见 ， 在 已 知事 件 B 发 生 的 条 性 下 ， хее EIE) 
HFAA Н: 


PCB)ECX1B) = | xCoP(4o) = ECXIs). (D 


3⁄ P(B) >0, E(X| B) A#M: ЖЕРОВ)=0,Е(Х|В) ЕЖУ. 
此 处 Islo) = 1, 3 o € B; Io) = 0, Ж og B. Хх МАТЧ 
也 视 为 条 件 期 望 的 定义 式 。 特 别 取 X = L, £ € S” Hi, HEE 
ЖЕП 
P(B)EG(TI,] B) — PCB). 

由 此 可 见 条 件 概率 是 条 件 期 加 的 特殊 情形 ， BD Баву = ЕС, 
B). 

条 件 期 望 具 有 下 述 性 质 : | 

#xX2>0 W E(X|B)2 0. Жа Ek. WI Е(а|В) = а, 


F X, 为 非 负 或 可 积 随机 变量 , В. 7—07 о, >, X, 被 某 个 可 积 随 
i=l 


机 变 景 绝对 控制 , 则 (57 хив) = 5) ECXi|B). 


现在 我 们 考 虚 在 已 知 随机 变量 Y 一 7 的 条 人 忻 下 《或 者 说 已 给 
Y = ун), 随机 变量 X 的 条 件 期 刻 Е(Х|У 一 у). 一 方面 这 个 
条 件 期 望 就 是 在 已 知事 件 (Y = yy 发 生 时 ，X 的 条 件 期 望 , 另 一 
方面 这 个 条 件 期 望 随 着 Y 取 的 值 的 不 同 而 改动 ， 所 以 它 是 7 的 
函数 。 例 如 我 们 取 了 为 特殊 随机 变量 : Y 一 HI, 这 时 事件 8B 发 生 
WE Y 一 1, 事件 B° RERE Y= 0, 于 是 给 随机 变 最 Y 时, В 
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机 变量 X 的 条 和 舍 期 望 可 以 等 于 Е(Х|Ү = 1) = Е(Х|в), ы 
以 等 于 E(X]Y = 0) = Е(Х|В°©), 因此 ,必需 把 条 件 期 望 (条 
TEREE) 理解 为 中 的 函数 才能 爱 出 它 的 全 部 意义 。 我 们 仍 用 这 个 
特例 来 说 明 如 何 把 条 件 期 望 再 解 为 。 的 六 数 , 设 多 为 集合 B 及 B 
上 的 最 小 子 o 域 , 我 们 将 一 个 的 函数 8019769). 《或 简写 为 
Е(Х|@ уут їшї: 

E(X|B), оє В, 


EXIF Xo) 一 [ecis J, wÉ В, 
通过 这 祥 定 义 的 m 的 函数 ,我 们 就 抬 给 定 事件 了 时 。 区 的 条 件 期 望 
理解 为 函数 ECX| 多 ) 的 一 个 可 能 值 . | 
”再 推广 一 些 , ЖАГДАЙ] (Bs я = 1, 2, ++) 03—15 
割 , 令 @ = Bat = 1,2,.--), ME СВ, п 1, 2,--.) 的 
最 小 子 " 域 , 设 EX 存在 , P(B,) 22 0,д]—1Шя, ЕХ o КД 
下 : 


Е(х|9)60) = $3 BGU) Ce), 


在 上 式 中 如 果 对 某 个 j, PCB;) = 0, BJ E(X| B.) 无 意义 ,所 以 
EXPRES 中 专 概 集 上 无 意义 ,换言之 ,ECX| 多 (wm) 在 等 概 
集 以 外 都 有 意义 ， 通 过 这 个 函数 ， 我 们 就 把 给 定 B, 时 X 的 条 件 其 
望 理解 为 函数 EXS) 的 一 可 能 值 。 因 此 得 到 条 件 期 饪 的 构造 
福 的 定义 ， | 

定义 2.1.1 设 随机 变量 X 的 积分 存在 , 按 等 价 意义 所 定义 的 
下 列 多 可 测 函 数 


Е(Х|%)у = > (Gl, Х(оу PG4e)) Ь, 


一 > Е(Х|В/)1ь, (2) 


ШЕ RA 时 X 的 条 件 期 望 ,此 处 多 是 售 (3 n=l 2, 
的 最 小 子 o 域 ,而 (B,, р p= І, 2, +) 是 品 的 一 个 分 着 且 
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Be д, я=1,2, ++. 注意 庆 里 所 谓 “ 接 等 价 意义 * 征 指 可 以 
在 -多 HERRER. Э сзсз 

”特别 言 之 , 若 随机 变量 X = 1,, 4e 多， 则 按 等 价 意 义 所 定 
义 的 多 可 测 范 数 8019): = Pjg) 由 做 已 给 子 。 域 多 时 4 
KRAE, 

在 这 里 ,我 们 说 “已 给 子 o 域 多 Ыы” mAN" maswa 
(Ban 一 1,2，…)》 时 ”的 条 件 期 望 ,是 因为 EAS) 不 只 可 以 定 
出 已 给 事件 B, 时 大 的 条 件 期 望 ， 而 且 可 以 定 出 已 给 多 可 测 任意 
REEN REMA ЕСХ[В), РОВ) > 0. PRL AREF, 
则 8B 必然 是 CB。) PRERA, ЕВ = 2B, TEH (1) 
PCB)ECKIB) = |, хР(йв)у= | xP(2e) О 

EPCB)ECIB) — 
= |, Е(Х|Ф)Р(4®) 


= |„Е(Х|Ф)Р„(4%). (з) 
此 处 P, 是 P 局 限于 子 o 域 @ EMREN. kaum Е(Х|В) 
可 以 由 EF 《X| 多 ) 算出 。 关系 (3) 可 以 用 来 作为 条 御 期 刻 EXI 
多 ) 的 描述 性 的 定义 ,我 们 给 出 下 列 定义 . — 
定义 21.2“ 令 X 为 一 随机 变量 ， 其 积分 存在 。g 为 -的 了 
o 域 ， 已 给 于 o 域 多 时 X 的 条 件 期 站 ERS) ELARA @ 
可 测 函 数 ， 使 得 它 对 Pe 的 不 定 积分 等 于 六 对 的 不 定 积分 在 € 
上 的 局 限 , 即 对 任意 8 < 多 有 | 


J XPC) = | ERIE P e O (0) 
因为 不 定 积分 |,XP(dwo)， Be 多 对 Po KERER WE Po 测度 


的 等 价 首义 下 确定 一 个 多 M EXS) 使 得 (4) 成 立 ， 换 
谨 之 , Е(Х|9) 可 在 一 个 P, BMR „ЕЖЕ ЖИЕ 32. ' 
这 两 个 定义 等 价 。 由 构造 性 定义 2.1.1 推出 描述 性 定义 2.12 
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Ст ЕЖ. MEREHANA ERREEN, MEE o 
€ B;, P(B;) > 01], H (4) ARIER ЕСХ | 8o) = ЕСХ| 
B). BEBA: H o€ Bi f.E (XF 为 常数 ， ЗЭС, 
Е(Х|Ф (о) 不 为 常数 , 它 至 少 取 丽 个 不 同 的 值 ; 这 样 一 来 在 B; 
中 有 非 空 的 多 可 测 子 集 , 这 是 不 可 能 的 , КЮ Е = (В.и = 1, 
2,-..), AAS оє В] ЕСХ|97)(о) 为 常数 ， 由 《4) 得 


| ХЕС) = PCBDECXIG Hm), we Bis 


EXI Eo) = k XP(4o) = ЕСХ\В,), 





кву) 
ЖЕ) ЕСХ |9) У) (Х| B) 这 就 是 构造 性 定义 111, 


最 后 ,对 初等 情形 , 我 们 再 返回 来 从 定义 条 件 究 率 人 手 , 然后 
定义 条 件 期 望 ， 令 4 {Л ДЕ) ТА (в„, п 一 1› 2, ** .) 的 最 小 子 т 
5, Б.Є S HCE, n = 1, 2, -oE Q Ву), HER 
Ає 多， 可 以 给 出 已 给 子 ci SZ HARRERAN 
及 描述 性 定义 如 下 : . f 

.定义 21.3 《构造 性 定义 》 | PCA l) HET ЕК пр 
HR- | | | 

| P(AB; 

Р(41%) = > аву. 2 n, Із, = 5 Р(4| В). (5) 
Jag У Т0 Z HERRER, Wiz, PC A| S) R 
Pr SE W sP УШ. 

定义 21.4 GREE PULS) 是 定义 于 吕 上 的 某 一 个 
多 可 测 函 数 , 它 满足 下 列 关系 。 对 任意 BE 多 ,有 

PC4B) = |, PCE Paa), (6) 


ЖЕ Ж ЖЕНИШ ЗН P( 4| 多 ) 按 等 价 意义 来 决定 
这 两 全 定义 的 等 价 性 的 证 法 同上 。 
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4 B, (Basn = 1, 2,- ++) БТЗ SPE M RITA 
EPULS) 的 等 价 类 里 选 彼 一 个 如 下 的 代表 (也 全 做 版 本 ]: 对 每 


# АС, 
PAS Mm) = ау, 若 o€ Bu 
这 样 ， 选 到 的 版 本 对 每 个 ogg, 它 都 是 F LERENDE 
РО.) (о). зра ХАО ЕХ 存在 , 则 对 每 个 w€ 9, 
下 列 积分 也 存在 
| KCP |C), 
它 是 w 的 应 数 , 具有 下 述 性 质 ， 当 we Bj 而 BZB kt 


А , P( do 
| RCP FY) = | xÇ coD Ba 


= = ку харав) 


= E(X] B;). 
由 此 可 见 , 当 w# Bo 时 | 
| KOPA GY) = EGX| DC). _ 
хат etika Н ЖЕ, RITT URAL EE ХО ДЕЕ 
MAA ХУРЕШ POS) 的 积分 的 等 价 类 „Н l 
ЕО) XP lB) aa 


mR ЕХ 存在 。 
52 — ж 8 W 


在 上 池 里 , 当 我 们 考虑 条 件 概 率 或 条 件 期 望 时 ,作为 已 知 条 件 
的 子 域 多 是 由 已 的 可 数 可 测 分 割 产生 的 。 如 果 所 考虑 的 条 件 
FoR 多 不 是 这 样 ,那么 上 节 里 的 构造 性 定义 就 无 靶 应 用 了 . {Н 
是 措 述 性 的 定义 仍然 可 用 , 这 主要 是 由 于 有 Radon-Nikodym .定理 
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作为 工具 ， 

设 (Q, F, P) 为 基本 概率 空间 , 多 为 多 的 于 5 域 , 令 P 局 
限于 多 上 的 概率 测度 记 为 Ps , 于 是 有 下 列 定义 : 

ЖХ221 设 随 机 变量 不 的 积分 存在 ， 对 性 症 46 多 ,已 给 
фањ ARARA EKF) 是 满足 下 列 关系 的 多 可 测 
函数 的 等 价 类 中 的 任何 一 个 : 


| ХР) = È ECAP). a) 
由 此 定义 立刻 知道 条 件 期 望 有 下 列 简单 性 质 : 
1) Е[Е(Х|9)] = EX, . 
2) ELERA S 可 测 〔 可 记 为 Xe 多)， 则 ECX|#) = X 
а.з., Ж Е(Х|# у= X aa. 
3) E(X 9) = ЕХ |?) 一 F(X BY a.s. 


此 定义 是 有 意义 的 ， 因 为 X 对 了 的 不 定 积分 p(4) 一 | x 


P(do), 4 € F B: o зін), НҢ ЖЯ p 绝对 连续 ,从 而 ФС - ) 局 限 
于 于 0 域 儿 上 ( 记 作 pse DEE о ч], Ң.ЖЯ[ P 绝对 连续 ， 
故 册 Radon:Nikodym 定理 知 , 必 存在 F 可 测 函 数 EY) 满足 
等 式 (1), 而且 任意 与 之 等 价 的 多 WAR AESA (1), 
Е(Х|9) 就 是 这 个 等 价 类 里 的 一 个 版 本 , 它 在 w 处 所 取 的 值 记 作 
EXIS). 注意 在 定义 里 只 究 求 芝 的 积分 存在。 但 由 于 区 是 
随机 变量 , Х 的 不 定 积分 pt 在 多 LAr AY, 可 是 这 不 
保证 gC， ) 局 限于 子 r 域 多 的 pe - OE c 存 穷 ,例如 取 饼 一 
{Ф. 0) B. Ф(0) 一 +оо. НЕТ, МХД, pC) 
ЖА о, ЕХ) ЖИЕ Л. o рн. {Н 
当 X 为 可 积 时 ,中 及 фу 都 有 界 ; 从 而 ERIGA ЛЗР ЯТ o Ж 
有 穷 . 

= {Х:ЕХ 存在 ,下 为 随机 变量 }. 对 每 个 区 & ФЕ ТЕШ 
E(X| F); 从 而 ECS) ARE 2 2] g 可 测 函 数 构 成 的 空 
WARR 97 可 测 函 将 构 成 的 空间 里 的 一 个 点 代表 一 个 等 价 类 ， 
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所 以 有 时 候 我 们 招 记 号 Е(- 10) 叫 作 已 给 子 o RF ВАННЯ, 
男 甸 也 可 以 把 EC: |) ЕЖЕ МТ Q x 看 上 取 值 于 R Tik 
数 , 在 (o, X) 处 之 值 就 是 EXIF . . 
把 E(- | 多) 局 限于 多 可 测 集 好 的 示 性 函数 时， 就 得 到 已 给 
То КАЈА РСС). ЖАЯ ЕС, ЖЕК 
P(B|S2) 满足: ис 
|, PC B| Poldo) == |, TeP(do) 一 PC4B)， 

对 一 团 AEF, 

& Уг = (Ү,, z€ T) жебе, ЕП A TECI 
(9, F) 到 可 测 函 数 空间 (Rr, gT) 的 可 测 映 象 ， KATENI 
讨论 知 Ут ТЕНГ M 8] (Q, A) 中 产生 一 AF о Ra YD 
YERD) & Хе гё, FERE EO YA „ХА 2 PE it 
叫做 已 给 随机 函数 Y, 时 天 的 条 件 期 望 ; PMR Е(Х Yr). 
由 定义 知 : 对 每 个 46 以 Yr) 有 


- p ECX | Үу)Р у (deo) = | XPCdin), ` ' (2) 


其 中 ECX] Yr) 是 oCY7) TANAR, 可 以 在 一 个 Penp “ЖЕ FA 
计 .。 由 复合 函数 定理 的 系 1.5.5 知 ,存在 RY 上 的 Borl 函数 z, 使 
得 ECXIYr) = (Үг), MEH Т 为 无 穷 集 时 ，g(Yr) 内 依赖 于 
Үт,» В) СҮт) = ECY) 此 处 .7。 是 工 的 某 个 可 数 子 集 。 
对 每 个 BE 07), ҮКЕ ©. 
Pr(B)— РСҮСВ)) = Р{Үүє В} ` 
Pyr Ж BCR) 上 的 概率 测度 .于 是 对 任意 BEAR) 有 


jaa EGUYOP, e G) = {о Perl) —. 








= | А g( Yr )EsziosP, jd) 
一 .ecrDPCZDPenkaoy 


= Ja гоб) lar) 


. = | aG), (dy), 
由 此 ,结合 (2) 式 可 知 , 对 任意 B e sg (RT .有 
|l ХР(до) = |, є(узЭРу,Кдут). | (3) 
公式 C3) 就 是 通常 所 说 的 已 给 Уу yr 时 X Їй ЖЕЛЕДЕ УИ 
式 ， 也 就 是 E(X [Yr = ут) = 807r). ` 由 此 可 见 , 当 我 们 把 E(X 
| Yr) 理解 为 Yr 的 样本 空间 上 的 Borel 函数 时 , 即 当 给 定 Y; = y, 
时 ,其 值 为 EÇQX1Y;)Gr) = бу) = E(X|Y; = уу). . 
同上 可 以 知道 对 任意 A € mr, AE 了 ;时 4 的 条 件 概率 
PCA| Yr) = E(l.| Y+). 


$ 3. Ais ER 


本 忆 将 介绍 条 件 期 望 的 性 质 。 эте йш, 本 节理 所 所 到 的 
积分 或 期 望都 假设 它们 存在 . 仍 设 多 Ао 9 AEA. А 
HA Е(Х |8), XE P, 具有 和 积分 相关 似 的 性 质 。 

命题 二 3.1 

G) ЖХ = c (常数 ) as- ЕСС) eas. 35 X 2 Yas, 
И} ЕСХ |9) > E(Y]#) a.s. i 

《i ЖЕ . ЧЕНЖ c. BX, YES 有 

` Еб‹,Х + Y|) = AECA FH ELY P) a.s. 

这 是 条 件 期 望 定义 的 简单 淮 论 ， 特 草 有 : 

P(Q|@) = 1 as., P($#] Z) = 0 а.з., POAIS)>0 ERA 
HEE AEF, 

命题 23.2 санаи) # 0 =< X, txa. аз.» 
W) 0 < ECX |) E(X|€) a.s. 

证 因为 X, < Xn s.s., Ék ECX, Z) < Е(Х,..| уаз. 
所 以 当 ”一 оо WHER 1 地 存在 lim E(X,|SZ), 记 此 极限 为 


X’, X' 25 多 =], {НУГЕ B < 多 有 
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| elg PP Cd = \ „Х»Р(до), 
ШЖ ААВС Е, n — оо „ЕЕ | 
|, р.да) = | хр(а–), ЕЖ 8 c 9, 
由 此 知 Х' = F(X|€) аз., ВИ 
0 < E(X,| Z) ЕХФ) as. ER 
由 单调 收 敏 性 立刻 推出 


ЯВ n, X, = Y, Y 为 可 积 随机 变量 , B X. | X r.d. , АЙ 
E(X, (P) 1 ERIE) a.s. 


P (> л] #])- Жа „з. 此 处 多 FIRR (А0) 


是 不 交 的 ， i 
命题 2.3.3《 条 件 期 望 的 Faou 引 理 ) HX, Z 为 可 积 随机 变 
量 , 洁 随机 变量 序列 OY.) HEA X. > Y аз. GRX, < Z aa), 
则 分 别 有 
E (Rmink X, EJES liminf ECX. |F) аз. , 
《limsup E(X,|#) < EGlimsup X |F ja) 
RED r Y = X, < Z as, m= 1s Z, 
H X, —Xa.s., И] ECX, 2) = ЕСХ| 9) ә. 
证 ” 先 考 虑 特殊 情形 ; X, 0 sss. n = 1, 3 这 时 
X, > inf X, { НачаЁХ,„, 
s EH З ОИС СЕ 
lminf E(X,| F) > lim ECinf X l£) 
= E(liminf X F) 8.5.3 Е 


对 一 般 情形 考 弄 XX。 一 Y ВП], ЗЕ 
命题 2.3.4 CHKA) ЖХ, —x,r> A.M E(X |P) 
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证 канышы ышы A ER (参看 命题 2.3.5)。 

由 此 不 等 式 立刻 推 知 
Е|ЕСХ„| Фу 一 Е(Х|Ф)|' = E| E(Z, хів). 
= Е(Е(С|Х„ — Х|'|Ф у) 
= Е|Х„— Х|'-=0, EP 

数学 期 望 所 满足 的 不 等 式 对 条 件 期 望 a.s. R с, RER 
(r > 0), Наст 不 等 式 以 及 Minkowski 不 等 式 都 对 条 件 期 望 a.8. 
成 立 , 甚 证 靶 也 相 做 ， 只 是 对 凸 函 数 不 等 式 变 稍 加 留意 ,我 们 把 酉 
РАЗЛ ЖЕК ЖОШ. 

命题 235 ЖЕК БЕН, Н EGI) 存在 ， 则 

#СЕСХ|Ф у) < Е(е(Х)|ФЎ) a.s. (1) 

证 ， 当 处 为 有 有 界 时 , |X| < c СШ), 由 凸 函数 丰 等 式 有 

ECA) — g(E(X 972) 2 а(Е(Х|9))(Х — ECX |F), 
对 此 不 等 式 双方 取 ECE), 得 (要 用 到 后 面 的 命题 2.3.7) 

E(g(X2[|%) 2 gC(E(XIS)) аз. 
Ж x ЖЖ, 4 
X, —m = X = n, 
Ка = fa, п =< X, 
— ту Х = — т, 
于 是 对 Х„„ т СД аз. 成 立 , Вр 
EEX ma |F < E[g(X,.,| #)] аз. 

$no, {4 т — оо ИСЕН (1). EE 

下 面 的 一 系列 命题 是 讲 条 性 期 望 E(. | 多 ) 具有 平滑 性 ， 

命题 23.6 在 多 中 每 个 非 零 概 的 原子 B 上 ，E(XX| 凶 ) 为 党 
W, HST E(X| 3)7， 即 等 于 和 在 下 上 依 了 的 平均 


|. XP(do). 


Ë 3 是 多 原 于 , ИЕ ШЕТИНЕ Ө, BRAS 
任何 多 可 测 子 集 了 ， 
证 首先 证 we B 时 ，E(X| 多 )(w》 为 常数 ， 用 反 证 法 , 设 


. 4] - 


Е(Х | 名) 至 少 在 ZRT БИНО Rb a 0, PE ВП 
{ECX| 多 ) = a) 和 BN{BCX| 多 ) = b) APRE 多 НГ}. 它们 
都 是 了 的 子 集 ,这 与 B 为 多 Ж-Н. WEB E Е(Х|Ф) 为 
常数 ,例如 说 等 于 с. 往 证 c= Е(Х|В). 由 定义 知 

о украо) = | EDP) = P), 

但 由 假设 P(B) > 0 知 


m= 


二 А ХР) = ЕСХ|8), га 


这 个 人 性质 告诉 我 们 总 的 值 在 # LEFFAT., 即 是 说 ,天 在 : 多 
的 非 零 概 原子 上 不 一 定 为 常数 ， 但 经 过 条 人 性 期 望 的 作用 后 ，EKX ， 
192) HE 多 的 非 零 概 原子 上 为 常数 ， 而 这 个 常数 又 是 并 的 值 在 
原子 上 依 测度 上 PRESE., WMA EIS) іна хае 
ЖЕТЕ ЧӨ 原子 上 的 平均 ,这 就 是 说 EC(X 97) ЕХ ЗР T. 

ШЕ X NIB, A X 29 S Ні, Д] EXIF) = X a.s. muti 
广 得 到 : _ 

命题 23.7 Ж Xe ш, W) E(XY|@) = XECYIG) a.s. 

证 щщ X = Is, В'Єє 时 ,由 定义 知 % 对 任意 B € ST 


f, Е(»Ү|#Ф)Р„(4в)у = | 1ьүР(дө) = | ҮР(д) 
= |, ECV) 


- |; Is ЕСУ IGP (de), 


A RAEE F PNR, 所 以 由 上 式 立 记 推 知 : 五 人 了， у|@ё) 一 
lsE(Y] F) а.в. 由 条 件 期 望 的 线性 性 (命题 2.3.1 (1)) ЖЩ X 35 
Спа) АН, Н Е(ХҮ|# у= XEF) аз. HAF 
可 测 简 单 函 数列 单调 地 逼近 一 般 的 多 可 浏 随 机 变量 ， 于 是 就 由 条 
件 期 望 的 单调 收获 性 推出 本 命题 。 证 毕 : 

这 个 性 质 说 明 , 3k x EL $É 8 NTE ECIS) 作用 于 xX 上 
就 无 需 再 加 以 平滑 了 .。 WREE EC | 多) ЖИЗНЕН, WAF 


a « 








пню. Жимс е 与 多 paR 多 'C 多 时 ， 
先 作 平滑 手续 EC: | 多 ) 再 作 平 消 手续 EC. 1 多 ') 应 该 等 于 作 一 次 
平滑 手续 EC.| 邹 ')， 因 为 EC- 1 多 ') 平滑 的 彻底 些 。 把 这 孝 这 为 
如 下 命题 : 

命题 23.8 fco RFA, W a.s. 有 

EIE(X|#)|#'] = ECKEN = EIEC EFL 

证 只 需 证 前 两 项 a.s. 相等 。 对 任意 BES A 


(ELEI P E Poda) = | ЕСХ|Ф#)Р„(4о) 





= | XPC) 
— | ЕХ Ped0). 
因为 为 任意 多 ' 可 市 尝 , 故 由 上 等 式 立刻 得 到 
| Е[Е(Х |G} F] 一 ECX E) as, ШЕР 
把 命题 2.3.7 及 2.3.8 каюжанн визна, 
命题 2.3.9 = FCF, KEF, ү 
` Е(ХХ'|ч”у 一 E[X' ELG] а.2. 
特别 有 








Е(ХХ'| Y): = E[X'E(X|X', У) y] аз. 
4 $h у b 


独立 性 是 概率 论 里 一 个 重要 概念 。 两 个 事件 А, А, 称 为 相互 
独立 的 。 如 果 PLNA) 一 PDPC). 两 个 事件 类 C, 9, 称 
为 相互 独立 的 。 如 果 Ф, 中 任意 事件 与 q”, 中 任意 事件 是 相互 独 
立 的 。 两 个 随机 变量 Х,, x, 称 为 相互 独立 的 , 是 因为 它们 在 基本 
概率 空间 中 所 产生 的 子 “ 域 Xi) 及 т(х,) 是 相互 独立 事件 类 . 

定理 2.4.1 ”车 随机 变量 X, Y 为 相互 独立 , 且 多 及 Y 为 可 积 ， 
MJ XY 为 可 积 , 且 

E[XY] = EX : EY, 
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证 先 证 工 及 了 都 是 非 负 简单 通 数 的 情形 : X = Ух, 
Y = Eyde БАЛ 及 BWF N, A A = {X = rij 
B; = (Y = ук}, HBX ЖҮ 为 独立 知 P(4:B,) = РОА;)РОС В), 
i 


EXY = У) xy P (A:B,) = 人 xiyaPCADPC В,) 
i k ik 


= EXEY. 
当 X, Y 为 非 负 可 积 随机 变量 时 ， жанак 


тї” 


;— 1 
X, = > 1 TSxe< i + пок 
wa. 


і= 1 


— 1 
Y, = > * я 1 Жу А. + псу 
2 Ç =) 


因为 X 和 Y 相互 独立 ,由 定义 立刻 知 X, ЯП Y。 也 相互 独立 ， 故 由 
ЕНЕ, КЖ ЕХ,Ү, = EX,EY,. {Н0<Х,}{Х,0=<У„}Ү, 
Ж O< х,у, | XY. $ о оо, И СРР ЕХ.У. = 
EX,EY, 使 得 EXY 一 EXEY. 
最 后 证 一 般 情形 . ХУУД ХУ ХУ |х| БУ 
s Y BE |Y] 租 互 独立 ， 而 它们 都 是 非 负 可 积 随机 变量 。 从 西 由 
上 证 每 知 Е|ХҮ] 一 E|X|E|Y|, ЯД XY 为 可 积 。 此 外 
ЕХУ = Е(Х+ — XOX Y+ — Y`) 
= ЕХ+Ү+ 一 下 和 TY — EXT y+ 十 ЕХ ТҮ" 
кз EXtEYt — EX+EY- — ЕХ”ЕҮ+ + ЕХ-ЕҮ- 
| 一 EXEY, ШЕ 
”定理 24.2 若 子 0 域 多 Suk x AENT ok 
о(Х) 为 独立 ; 则 ЕСХ|9) = ЕХ аш. 
证 对 任意 4e 多 。 由 假设 14 与 区 相互 独立 ， 故 出 上 定理 扒 
яо 
Í ЕСХІ97)Р, (46) = í XP(d4o) 


„++ 





= [xr Pdo} 一 EXEL 
. = j ЕХР+(4‹ю). 
A 


HA AAEE 多 可 测 集 , н LERH А Йй г, 得 
Е(Х| 8) = EX as. WË 
ЖЭР: E(Y|X) = EYa.s.， Ж X, Y 为 相互 独立 的 随 山 
变量 ， РОИ |9) = PCA) as. ЖИЫ 9 相互 独立 ， 
定理 2.4.3 R Eo CAF 可 测 集 合 构 成 的 集合 类 ,多 为 
给 定 的 子 o 域 , 若 对 任意 4, € Ca 1,615 
Р(А,4,\® у = PCA NG MP ANG) as (1) 
则 说 事件 类 Fs P 为 已 给 子 5 域 多 时 的 条 件 独立 ， 1 
ERS = F, (DRIES Laa = Lela 85. 因为 这 个 
关系 永远 成 立 * 所 以 任 半 两 个 事件 永远 是 已 给 灾 有 时 条 件 独立 ， 于 
是 ,给 定 多 时 的 条 件 独 立 这 一 概念 不 足 道 。 另 一 方面 车 取 S 为 
БАН с Fk: {ф, 9}， 并 且 它 与 €, F: 中 的 任意 事件 硼 互 独 
з, МС) 32: 
Р(4,41) 一 PCDP). | 
Hi а] ШЕ ARAOR ECARE с 域 时 的 条 件 独立 性 ， 
定理 24.4 RET e 0, K. S 为 给 定子 “ 域 多 时 的 条 件 
独立 , 当 且 仅 当 对 任意 В.Є ©, 有 | 
P(B,|@,V 9) = P(B,| F) аз. (22 
(CRAEN В.Є Z, Ж РСВ, | 9.0 9) = PB F у аз.) 
# w, VE = s(@,, FNE 多 及 @, 的 最 小 子 a t,- 
证 BEX, Fei S, K @, 2586 yE c 域 多 对 的 条 件 名 
立 , 就 是 说 ,对 任意 BE Fi, BE 多 ; 有 


Е(15.12.19) = EUe (BEU as. (3) 
由 此 知 , 欲 证 本 定理 需 证 《3) 等 价 于 
Е(15; EED) = Е(1в,| ЧЁ) s.s. (27) 
但 《3) 的 左右 方 各 等 于 


ЕСТ Is (S= Е, E(I,|@#,VZ)]#1 a.s., 
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Е(1»,| © )Е(1»,| F) == El EUa, |7) ] a.s. 

出 此 知 , 欲 证 本 定理 需 证 (2') 等 价 于 

EL Ee NFZ] = E[l E FAF] аз. (4) 

ФЕ =. ECO RERA bo BRANAR 
Е[. [91 BU (4), | | 
ТЕШЕ a>. HERBES, H (4) 41 
[s BG | @,VePGa2e) = È 1s EC, 1D Ro) 
BE ` а 

|. EOD NP) Plo) = |, ECE), 
但 E| FVF) Ж EU, |2) RE g V ez; AA А9 Е, 
EIERE BB, BE @, BEZ PORDAS. 所 以 除去 
在 一 个 多,V 多 зеи, 它们 是 相等 的 - 这 就 证 明了 《2 
аз. 成立， 证 毕 
EX 245 如 果 事 件 类 疙 里 任意 存 穷 个 事件 类 为 独立 ， А 
ERIZ kE DERA. А г ЖИЕ ЕЕЕ. С 

命题 2.4.6 [Fr kel] 为 一 族 事件 类 ， 每 个 чё, FR. 
D .每 个 类 g, 对 有 限 交 封闭 ， C ` 
(ü) {Wis RET 为 独立 и АС 
W {ED k € D 为 独立 ， i 

证 ЗАЛ Ф, Б ИЛКИГЕН 
EOE DDD: 者 是 9, ЮЖ, WERD 一 D. 增补 到 е. 中 去 ， 
HA C; € 9:1 G =< k), ХЕ я s + C; 有 | - 


О, 一 РП пс} = = рай, П с} 7 
一 —[руг n n " 
= CP) 一 PODI с, > 


ъ 45 * 


75 
/ 


u 


= P (D, — pp РС). 


车 рє Yr,i=—1, 2,0, DiDi = Si*l, 则 可 拒 Ур 
补 到 «афа, мың» ` 
"> aael- See n na 
Е 一 Dro He 
22 | Е - (x уксэ. 


# D,,ç Grs im Dn = D, MITTE D MHR S, 中 去 ， 因为 
P (p,n 0 с): 一 De 
| 
A m ~> oo 得 | | 
(оп Ae- Дк). 


由 止 所 述 立刻 推出 本 命题 。 证 毕 | | 
Ж 247 Жо (97.061) 是 独立 的 ,车 U DCI, 
jE J) 是 7 了 的 不 相交 的 子 集 类 , 则 {сб ,, КЄП), ié J) 仍 为 独 
у ад | 
= + 
‚-{[\ле же эь капвежявтя). 


TE, (91,77) 具有 命题 2.4.6 中 G) (i) 两 条 性 质 .但 5C э”, 
ke ID = oli)， 故 应 用 命题 2.4.6 REKA. з | 

定义 2.4.8 设 ( ,2 一 1,2,…) МЕШ ЭУ BT 
域 ,我 们 定义 它们 的 尾 RY 


ПМ 多 


М тәм 
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此 处 V， FF an > М), № о шн АЛИШ ШР. 


定理 2.4.9 (Колмогоров PA H CF „,п=1,2,+-)%5 
一 串 多 :的 子 " 域 ,它们 独立 ， Шеноа о 或 等 于 1 
换言之 , 尾 5 域 等 价 于 了 (5,0). 

证 由 系 2.4.7 知 ， EN > M 则 族 {F REM, aF n, 


"> N)) 为 独立 . HRI REF пм) = V 多。 的 子 5 
域 ， 从 而 对 任意 М, ж LF k< u, Ж о ER) 为 独立 ， 由 此 知 


旅 [多 k К> 1, Вож) ху, ENER. 域 与 它 自己 独立 ， 
ш. шш BEA 


-PCBA В) = P(B)P(B), 
这 就 是 说 PRCB) = 0 EZ 1. 证 半 四 
R2410 设 随机 变量 XX 对 一 帅 独 立 的 .> TR n 
一 1, 2,…) 的 尾 " 域 可 测 , 则 几乎 处 处 为 常数 ， 
Ж2411 RAs ni, 2 为 相互 独立 随机 变量 序列 , 则 


X, BV. аз. WA а.з. RRG X, 的 极限 为 副 化 随机 变量 ; 5) x, 


Ras KAR аз ЖЖ, БЭМ a,—> OC —> оо), Bl o, SIX, BD 


极限 为 退化 随机 变量. 
最 后 我 们 附带 给 出 一 个 经 上 典 得 常 要 用 到 的 引 理 ， 
| 引 理 2.4.12 (Воге1-СашеШ) i$ (А„,я=1,2,..-) 为 一 
н} „Л 
> P(A,) < co > Pllimsup 4,} = 0, 


п=1 


>e (a| Na) = ç = P (sup А.) == 1, 


宫 的 下 列 特 款 叫 做 Borl 8—8: 当 诸 事件 И, ЖОШ], Nik 
DPC) 收 化 或 发 数 而 有 Pllimsup 4) 一 0 或 1 
证 因为 | 
Р(ѕир An) < У Р(4„), 
Ше ДЕ] А т> 


故 当 EPC.) < со}, 
HAT „>з 





所 以 
PKHimsup 4) < lim P (sup Am) = 0, 
男 一 方面 i | 
Р(зир 4.) = 1 一 РС 45) 
-1-[ ‚(Г а) P (Q) а.) 
=1- [e(a Тл) 
=] — HT. — Pí 4.1 Na у), 
但 | | 21 
ос | fı -phan А) <, 2 el П 4) =, 
从 而 


P(sup 4.3 = 1, %E!E | 
O R2413 设 随机 变量 序列 X, 相互 独立 ， 且 XX, -> Das, Wl 
对 任意 c> 0， 了 P(X,| > e) < eo, | . | 
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证 令 4. == 1х, | => с), 因为 X, — 0 a.s... Ж* Pllimsup 
4) 一 0。 由 于 X, 相互 独立 , 诸 A, 也 往 互 独立 ， 再 用 Borel Ж 
一 律 知 > POUX] >> с) < оо, ЕФ 

§5. 正则 条 件 释 率 

当 我 们 在 $ 1 里 讨论 初等 情形 时 ， 作 为 已 给 条 件 的 于 0 域 儿 
是 由 9 的 一 个 可 数 的 多 可 测 分 割 (Bi) 所 产生 的 最 小 5 Ж. 在 
$1 的 结尾 时 ， 我们 指出 可 以 在 条 件 梳 率 的 等 价 业 里 选 一 个 版 本 
Р(. | 多 )(w), 使 得 对 每 个 we о, CREF 上 的 概 率 测度 ， 于 是 
当 随 机 变量 和 的 期 望 存在 时 ， ха EX | ©) Эйт 
概率 测度 РС. |) 的 积分 ， . 

在 一 般 情形 下 , 初 看 起 来 这 一 -结论 也 应 该 成 立 , 但 按照 $3 里 
所 得 到 的 人 性质 ,只 能 有 _ 


O POIS) 几乎 处 处 具有 概率 调度 的 性质 ， 
POLE) = 1'a.., Р(А|Ф) = 0 a.s., 


人 419) = УРСА) аз. 
Gi) ECIS) ЛДЕЙ. 
(55.19) = > РСА) а.» 
`Е(х|Фу = EXE) — Е(Х-|Фу as, U 
0 < X, 1 X SEXIST ECX FY аз. 
外 此 可 见 , 在 一 般 情形 下 欲 谈 依 条 件 概率 的 积分 时 ， 首先 要 求 对 每 
个 e€ Q, POG 是 一 个 多 上 的 概率 测度 ， REDER 
Т — TEER Р EREN > РЬ, POLIEN EARR [Ч 
为 条 性 期 望 只 需 在 一 个 固定 的 e н] E ЬЕ AE АК 
使 这 一 要 求 得 到 满足 , ВИПАВ ИЄ, М РСА) ВУЗЕ 
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价 类 中 选 一 个 版 本 ,使 得 当 如 &N (ЭРЕШЕ. РС. 67) (о) E: Sz- 
КЕЛЖ. 对 初等 情形 我 们 取 N 一 В, 就 行 了 (参看 $1 最 后 
一 段 ), 但 对 一 般 情 形 就 项 加 以 业 些 限制 才能 保证 有 一 个 固定 的 零 
概 集 М. 满足 这 一 要 求 的 条 件数 率 叫 做 正则 条 件 歼 率 , 可 以 说 正 
则 条 件 概 率 是 按 等 价 意义 定义 的 ， 因为 当 meN 时 , PO 18260) 
可 以 任意 改动 , MTB РС. | ) (о) = Pule ) 为 任意 概率 测 | 
E, 这样 一 来 对 每 个 we О, PUOIS уб) 都 是 概率 测度 了 . _ 对 此 
我 们 给 出 了 下 列 定义 。 ие 

ЖХ 2.51. 正则 条 件 概 率 Р(. 196: ) 是: 2: x = а 
ЖЛЕ (о, А) 处 之 信 为 PC41 多 3(w)， 县 具有 下 列 性 质 : ` 

G) 当 лє .多 ШЕН, PASOJE Y F BETES 当 о 
RT, PC | 多 )(w) 是 多 上 的 概率 测度 . 这 一 性 质 简称 FAN 
的 .多 上 概率 ”。 . 

Gi) МЕЖ 4є =, Beg 有 ” 


|, PAI GN) (до) = > P(4B). 


正则 条 件 概率 在 一 般 情形 下 不 一 定 存在 ， 如 果 它 PERAH 
等 情形 的 那些 优良 人 性质, 我 人 有 

”定理 2.5.2 《积分 定理 ) # PC. IEX ) ЕЛШЕ, Н. 
随机 变量 天 的 积分 存在 ， 则 


Е(Х|Ф)у = | EPa |9) a.s. ' 
О RERI X җн ЕЛЕКТЕН], TiS 


R Х, 可 以 采用 常用 办 法 . 因为 对 每 个 e 0, PC 1#)®) 
EF 上 的 概率 测度 ， 故 当 лє 时， f 


PAZ) = | ORGIEN аєа, 5 
вкла ғау LÉPES A). E O 
КНЕ РС. OC ) 局 限于 任意 子 。 城 2” ED 


失 其 正则 性 , 即 它 仍 是 多 TAF LEF. BERERE К 
过 在 探求 正则 条 件 概率 时 , 先 考 虑 局 限于 某 个 子 o 97 БИДЕ 
风 条 件 概 率 也 可 能 方便 些 ， 

设 X 为 基本 概率 空间 (0, 多 , P) 上 的 一 族 随 机 变量 x Ek É 
于 可 测 空间 《cf , BCK) НХР о 域 记 为 oCX). 

定义 253 ”车 对 每 个 оє 9， 给 定子 0 域 多 NARRAR 
PRAIS) 局 限于 子 o RX) 上 ， 则 称 它 为 已 给 子 z E S T 
的 下 的 条 性 分 布 。 记 之 为 P (o, В), wt Q, B € ах). 

Вето а PX 的 条 件 分 布 P(.，:)》 是 如 Xe(7) 上 的 
函数 ,由 下 列 两 个 条 件 刻 划 ; 

《CDi) Р#(ь, B) 当 召 夯 定 时 ,作为 中 的 函数 是 多 可 测 的 ; 当 
o хы ЕЗ CX) 上 的 集 函 数 时 是 概率 测度 ; 

(Сон) 对 任意 4 E F E Ber(X) 时 ,有 


| P(w, B)P, (do) = P(A B). 


.前面 说 过 ,条 件 概率 P( | FACO ) 不 见得 是 正则 的 ,因而 它 局 
限于 oCX) 也 不 见得 是 正则 的 ， 那么 在 什么 条 件 下 能 保证 XX 的 条 
件 分 布 存 在 呢 ? 窝 解 答 此 和 问题 , 需要 引进 一 个 新 的 定义 。 BAF 
0 域 多 时 ,就 有 条 件 概率 PC | 多 )， 现 在 对 每 个 Se BLE), ж 
X Oleo, S) т: | 

0° (0,5) = РОХ € SLN) ав. (Р). (1) 
TROC, RITAR, 53s HER, 0C, 5) 是 多 可 测 函 
Ж; 18 о Е, О (о, -) RUGE (07) 上 的 概率 测度 ， 

”定义 2.5.4 ME G) [й O Co, Soen, sE BR) H 
Босо Са) 上 的 概率 测度 , 则 称 OC, “) 为 给 定 于 
сж hh X ИШ А ЗЕКЕ +. 

我 们 加 上 “混合 ”这 个 形容 词 ,是 因为 在 Q 中 , 而 $ 是 X 的 
REZE Æ у Bod 集 。X 的 条 件 分 布 与 沽 全 条 件 分 布 之 间 
的 关系 如 下 。 | | | 

ES 2.5.5 ШХО Ш, ЕБР S hF, X 
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的 条 件 分 布 存在 , 则 必 存 在 玉 的 一 个 混 含 条件 分 布 。 此 外 若 无 的 
SAR Sy 是 Borel Җ (Sy € BCZ )) PRERE. 

证 第 一 部 分 易 证 。 由 假设 知 P(X € S|S#)Xoe) 当中 天 定时 
必 是 BCZ) АЈНЕК EE , REEN 

О*(ш,5)4АРСХ € 5| @ боо), 

这 个 0°(., -) 满足 条 件 (1)， 而 且 对 每 个 固定 的 oc 0, 它 是 @ 
(ж) ЕКЕЖ ЖЕШ. 这 就 证 明了 存在 一 个 给 定子 域 € BJ x 
的 混 台 条 件 分 布 . 

反之 ;已 知 gC, .) 是 已 给 予 5 域 学 时 Xx 的 混合 条 件 分 布 ， 
В Хх 5, 是 Bor! 集 ， 我 们 需要 对 每 个 BEK) 定义 多 
э] Ре(о, В), 使 得 对 每 个 固定 的 o € ©, Pr(o， -Æo 上 
的 概率 测度 。 在 一 般 情 形 下 ,oCX) 可 浏 集 记 可 以 是 不 同 的 Borel 
集 5, 5 的 逆 象 , 即 XTS) = XS) = 8， 租 当政 的 值 域 Sx 为 

О%(о,55) 一 РСХ є Sk| F Ae) 
= P(@ |@#)(e) = 0. 
e £ N „ЖЕМ Ps ЗИ, УҺ 
XSS) = ХОҢ5)Х М('©у = BB° = ф, 
XSS) = XUSIX HSN = BB = $, 

所 以 SS: 及 SS 都 属于 8。 从 而 有 

O” Cw, 5) = Q”(e, S5) = Q (6, 5), HOEN, 由 此 看 出 。 
对 每 个 В сох), 我 们 可 以 按照 (1) 式 选 多 Зр, о(Х) 上 的 概 
率 测度 P Co, В) ШТ: 

О®(о, 5), of N, 


P” Ca, B) = l 09 (о, S), VEN, 
此 处 mm 为 М 中 的 任意 固定 点 ,TS = B, S€ (4С), 这 样 
选 的 PC:,-:) 就 是 苹 的 条 忻 分 布 。 证 毕 | | 
当 尖 的 条 任 分 布 存 在 时 ,有 如 下 的 积分 定理 . 
命题 2.5.6 《局限 积分 定理 ) 设 随机 变量 外 的 条 忻 分 布 P*(w， 
BY, e€ Q, BEX) Ж, ЕС) 为 扩 的 取 值 空间 7 ЕЙ 
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Bord ВЖ, Hit 2(Х) 的 积分 存在 ,于 是 有 
BOOLE) = | BCPP Co, d) 
= | „#0)0°(о.4х), 
证 由 条 件 分 布 的 定义 可 知 , 当 g(x) = Is(z), S€ 20.97) 
时 ， жада. АЈ Я АЧИ ЕТПЕН RRE. ТЕ 
-在 什么 条 件 下 ; 广 的 条 件 分 布 存在 ? ЕЕ ГТ НН. 
定理 2.5.7〈 混 合 条 件 分 布 的 存在 定理 ) ЖЕЙЛАН ЕХ Ж 
可 数 族 , 则 对 任意 已 给 的 子 o 域 A, X [ШЕЕ ИТЕЛЕ. 
著 设 XxX 的 慎 域 是 一 个 Bord 集 , 则 对 任意 已 给 的 子 o 域 多 ,XX 
的 条 件 分 布 必 存 在 . | | 
` 证 由 命题 2:5.5 知 ,只 需 证 本 定理 的 前 半 部 分 就 可 以 了 ， 先 
WE X: = (X,,.- Xs) 的 情形 。 但 为 简便 计 , 只 对 = 一 1 的 情形 加 
以 证 明 , 对 Л п, 证 法 相同 , 只 是 符号 繁 些 而 已 。 对 R HET 
FBA r, 定义 | | 
Fn, DPAPCX < rE o), wE О. 
此 式 右 方 是 条 件 概率 POSCO 等 价 类 里 的 一 个 问 定 的 版 本 。 
由 条 件 概率 的 一 般 姓 质 推 知 F” Co, r) 有 下 列 性 质 : 
Е, —co) = 0, Flo, +t) =1, ол; ие 
0 = Fla, r) = Е*(о, r); Brar, of Ns 
Е (о, rJ F о, т), эщ rir, wN. 
此 处 Nos Nw, N, 都 是 S# 可 测 零 概 集 。 Miror тена, 对 
—-8] r, + “ 求 并 得 : 





у-луу) (ум) 


хрв 多 TWEE. 对 мє R, $ 
lim F”, r), É N, 
нода? - 
F” Con, х), wE N. 
此 处 о, E: N° 里 的 任意 渤 定 的 点 ，. 这 样 定义 的 F Co, ху Ет 
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国定 的 wt О, (Е х АЕ R БАУ 6830. 从 而 由 它 可 以 
ЖЯ sp (R) 上 的 概率 测度 Oo, *') 加 下 : . 
Оо, (— со, DAF (w, х), to € Q, 

下 面 验证 O Co, 5) 是 已 给 子 5 ВОНА x PD ЖЕЛ. 
ЮЖ оє Q, SE BCR. 为 此 需 证 对 固定 的 S e (08), DC, 5) 
E F nf, B xF 56 AR СЮ) as. 成 立即 

"O (o, 5) = P(X ESIE o)s а.з. 
由 O° CoS) 的 构造 可 知 * 当 3 一 《一 2 r] 时 ,所 签证 者 成 立 . 于 
НЕВЕ POIA) ) 的 性 质 可 知 ， 当 s 为 有 理 区 间 的 有 穷 
和 时 ,所 签证 者 也 成 立 ， 再 由 单调 取 极 限 性 可 知 : 对 有 理 区 闻 有 穷 
和 所 构成 的 域 上 景 小 音调 域 里 的 任意 集 S, 所 欲 证 者 也 成 立 。 这 
便 证 明了 当 太 为 有 穷 个 随 袖 变 量 族 时 ,已 给 予 v Bà S хюа 
条 件 分 布 必 存 在 ， 

жЕ. З ХАГ р Е (Хо = 1,2, 0-0) is 
ҖЕ о ER € 时 怀 的 混合 条 件 分 布 必 存 在 。 如 上 , 当 我 们 对 男 定 
的 п, 选 定 等 价 类 中 的 一 个 版 本 F (o, rittt ro 2» RIIT 
对 n 十 1 如 此 选 定 等 价 类 中 的 一 个 版 本 Рә, Fis ***э Fus Газа) 
使 得 它们 为 相 容 , 即 对 Yoe@ 有 


Lm Е°(0, Fist" "s Fas Fay) = F? Ço, fista fa) 


` объ" 


用 上 述 办 法 , 对 每 个 就 可 构造 R° 中 Borel 靠 上 的 概率 测度 ,这 
样 便 得 一 族 无 矛盾 的 概率 市 度 。 从 而 这 一 族 决 定 gR) 上 一 个 
概率 测度， 这 就 是 多 的 混合 条 件 分 布 ， 证 半 
© 在 第 一 章 里 已 经 说 过 , 考 乱 可 数 随机 变量 族 X 时 ;常常 代 之 考 
BERAR (R=, ØR), Px) 上 的 随机 变量 族谱; 
Ў) = (& G), BE) = (аза) = z, 


жа} X жишш Т] В.Е, =R), 它 是 Borel Ж, 改 由 上 定理 推出 . 


‚ Ж 2.5.8 在 可 数 随机 变量 族 的 样本 空间 上 的 条 件 概率 可 以 
北 为 正则 条 件 概率 ,而 且 任 意 子 族 的 条 件 分 布 必 在 在. 


„$$. 


样本 空间 上 随机 变量 族 X 里 的 第 * 个 坐标 随机 变量 X, (X, 


(z) = xa)s 在 已 给 前 # 一 1 个 坐标 随机 变量 (Ris `. , 的 条 
件 于 的 条件 分 布 
Рб. 00, Rn e 5) = РОХ, Є S|X,,-.., Nr) (2) 
在 * 处 之 值 可 以 记 作 
Р(х, ty з} 5), (3) 
Шш (2) 知 * 这 个 条 件 分 布 是 (rs ts tau) 的 可 测 函数 ,也 是 
SE 2R) „ЕЖЕ JEF, ВТЕ Р(а,з++,х„; S) 就 是 已 给 子 5 


ail 8. Sg = 38 (R> 时 的 x, HRAT. Ф gCais МА, х.) 
为 任意 Borel ВАЎК, Egli . "sX, ) 看 在 ， к Бесс 


EG, 5, ӘТ) = {кол в.) 
= Е [zf Е GET Яд], Ша.) 


SENTA? 


Eglit afa) = ЕҢ{Е(&(,, … | & О} | 
因为 条 件 分 布 存在 ， 所 以 上 过 二 个 等 式 的 右 方 可 以 写成 积分 
ER. 我们 得 到 
ECR `... Fa)! ELES) 


= ІА Penida. |, HETE КӘР, tg amii rs), 


Egla tta „) 
= Í, pare) Разд). : 4, АЕ 
` Рх, "`" "s Fas їх,). 
特别 , 若 取 glr, tta x.) = Is, 5 为 # 维 Borel Ж; 由 后 一 等 式 
тїй, (4, Tooo 的 有 穷 维 分 布 族 可 以 由 X, 的 分 布 MK ) 及 条 
件 分 布 族 Kx +), PEro 的， 所 决定 。 


* $£ x 


"АФ 





第 三 章 随机 函数 的 一 些 基本 概念 


S1 随机 函数 的 一 般 性 质 `. 


前 面 已 经 讲 过 ， 定 义 手 基本 概率 空间 (G, F, P》 上 的 一 族 
随机 变量 X = (X,, z€ T) ШВЕЯ, атаи Ёт 
的 有 穷 集 ,可 数 集 或 一 个 区 间 。 当 工 汐 有 穷 集 时 ,区 就 是 有 穷 个 随 
机 密 量 ,这 时 有 关 儿 的 一 切 概率 问 题 都 比较 容易 处 理 ,我 们 感 兴趣 
的 是 工 汶 无 穷 集 的 情形 , Бат 为 可 数 集 时 ,及 一 CXssn 守 1) Ж 
为 随机 序列 , 当 荆 为 区 闻 时 ,多 称 为 随机 过 程 ， 对 任何 情形 我 们 给 
如 下 的 一 般 定义 。 

定义 311 随机 函数 x = (Х,, re Т) 是 空间 了 х Н 
HRR. Hs MER, XCO ) ЖЖЖИНИ] (О, 多 P) 上 的 
随机 变量 .当中 固定 时 ,其 .oo) BETT LIEM, X. Co) 
叫做 样本 函数 或 轨道 . 

为 了 研究 当 + 变动 时 ， РЕТ" СХ, +), z€ T) 的 分 析 
性 质 , 例 如 当 ег Е, ВЕ АРЕ o ДЬ IB wA ЕКИ 
TST Х.С ) Ж НВА ЕКС, 我 们 知道 
инак, ИНЕ ВОКС, таа Le > 9 He 
k. 

-RANADE X = (X,, z€ Т) 及 Y = (Y, r€ Т), Ж 
{ПЖ X,Y 为 等 价 的 《或 互 为 修正 )， 如 果 对 每 个 +E 工 ,存在 零 概 
WN, 使 得 X,Cw) = Y Co), 1—87 о EN. В TAER 


数 集 ,那么 N = UN, 不 见得 是 零 概 集 ,甚至 不 是 可 浏 集 。 


定义 1.2 Ж Х,Ү ARMEN, 它们 的 参 狼 集 了 =R, = 
* 57 = 


[0, о) Ж Uj lX,== Y,) 为 寒 概 集 ， 则 称 随 机 函数 XX 与 Y 无 区 


IERE 

z], 54E 3 BS ВА REA ОНЫ ЕВ DLA ЖЕП ИХЕ ЈАВЕ ОВЕ. 
SEDLAR A К REE FE E PS26413 E E E BH RK 

率 分 布 来 刻 划 的 。 ERARA EURA, 当 工 为 非 可 数 
集 时 ， 我 们 可 以 举例 说 明 等 价 类 里 的 蓝 机 水 数 的 某 些 分 析 性 质 不 
见得 为 类 中 每 个 成 员 所 共有 ， 因 为 分 析 狂 质 不 能 单 用 它们 的 共同 
分 布 来 描述 , 例如 取 了 = [0,1], 2 0 = [0,11], F 010,118 
的 Lebesgue 集 所 构成 , .多 上 的 概率 测度 为 Lcbesgue 调度 . 我 们 
定义 随机 国 数 类 如 下 ,其 中 每 个 成 员 {Xs z€ T) 为: 5 


1, kas 
хау = 10, cu. 


这 里 点 o, 除了 依赖 于 г 外 也 与 随机 示 数 类 中 的 成 员 有 关 ，， ы 
ПАСЕ ВИЕ ИЕ ИТНО. EAE а -处 使 它们 不 相 
等 的 中 最 多 有 两 个 点 . 

现在 考 看 这 个 等 价 兴 里 每 个 成 员 的 上 确 界 хө ` 

ХїСа) = sup хи) = [15 96 (026 10, ар» 

. 0, oÉ (o, z€ [0, 1]), 
恨 设 这 个 等 价 类 里 的 一 个 随机 通 数 所 对 应 的 (e, r€ [0, 1) F ` 
为 空 集 ,， 另 一 个 随机 硒 数 所 对 应 的 站 ac t E [0, 11) WA [0,11 
(BD =, 1), S$ = TP BB LEE ВТРУ (o,, ze 105 r) WRA [0 , 
1] 里 的 任意 售 £ (EU о, = 27,0), ЕН 4 ROE ВОВА 1, 
这 时 ,我 们 可 以 看 到 , 虽然 这 三 个 随机 末 数 是 等 价 的 。 但 第 一 个 随 
MERE T = [0,11 БАУ ЕЯ, В АУ ЕЛЯ 
为 工 , 而 第 三 个 的 上 确 界 在 4 上 为 1， 4 外 为 0, т азаа 
调 , 则 此 上 确 界 也 是 不 可 测 。 . 

.由 上 讨论 可 知 、 为 了 考虑 随机 函数 的 分 析 幅 大 ， ARI 
沙 志 跑 机 函数 等 价 类 时 。 不 能 保证 类 里 每 个 成 员 都 具有 同一 分 析 
福 质 。 所 以 我 们 还 要 对 等 价 类 加 以 限制 , 即 考虑 等 价 类 里 的 子 类 ， 
ле тА РИНГ АЦ, АУА ТВ 
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用 它们 兴 同 的 分 布 来 描写 . 限制 条 件 是 由 Doob 所 给 ,这 主要 是 
要 求 当 参数 集 为 非 可 数 集 且 当 :一 如 时 ,XX, 的 上 下 极限 仍 应 是 随 
机 变量 ,这 一 要 求 归结 为 随机 函数 的 可 分 狂 , 下 一 节 我 们 专门 来 讨 
论 这 个 仁 质 . | 

TERTA R AH 随机 函数 Х 一 (X:s rE T) Жо 
的 样本 X, Co) 是 了 上 的 函数 , 对 了 上 的 函数 。 我 们 可 以 考虑 可 测 
福 、 可 积 人性 ,连续 性 等 等 。 若 存在 一 个 零 概 集 入 ,使 得 o é N W, PE 
Ж Х.(о) 具有 如 上 所 指 的 性 质 , 则 称 随 机 函数 工 的 几乎 所 有 样本 
具有 此 性 质 , 或 说 as 样本 具有 此 竹 质 。 现在 对 连续 性 来 加 以 考 
察 ， 设 存在 一 个 擒 概 集 N, H o € N 时 ,样本 X.C) 为 了 上 的 
ERER, ПИХ ав. 样本 连续 。 如 果 对 圈定 的 ze Т, FE 
PHEN 使 得 当 o é N,, h Xo) — XE һу, 那么 我 
们 称 随机 水 数 在 л, MEPER 1 地 连续 (或 在 处 as. 连续 )、 如 果 
对 每 个 ne T, КДРА X ЭБЕ о аз. 连续 ,那么 就 称 X 在 并 上 
аз. ЖЕ. ДЫЙ as, 样 来 违 续 必 是 a.s. 连续 , 但 反之 则 不 然 , 因为 
U Ne 不 见得 可 测 , 从 而 更 谈 不 到 它 是 零 概 集 。 为 了 把 a.s. 祥 本 
ШЕ 


连续 与 a.s. 连续 刻 划 得 更 清楚 ,我 们 引进 下 列 定义 : 
` 定 党 3.1.3 E rc Wr, X, ¿+ Ko 不 成 立 , 即 
Р{ lim X= X < 1, ` 
JW һ 29 BR p$ yc AI EHE ШИТ zx. 
MWM 3.14 що Е, ВАВ X Co) 在 点 (0) 处 为 他 


Wis fE Ca) 不 是 固定 间断 点 > 则 称 Co) 为 的 可 动 间断 点 。 
由 定义 可 知 , 为 固定 间断 点 的 充 要 条 件 是 


P{Em X, = X.) > 0, 
由 此 可 见 随机 函数 为 a.s. MRENA ЕНА, 但 如 上 


所 述 a.s. 连续 不 见得 a.s. 样本 连续 , 请 看 下 面 的 例子 . T D — (0, 
1), P = Lebesgue ВГ, Т == (0, 1)， 考 虑 随机 函数 : ` 
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Ü, г< ¿s 
1, f Z= co, 


X,Co) = { 


H AER ме Т, {в. lim X,C om) = Х.С) (e: 0=1,}, | 


这 告诉 我 们 每 个 点 i。 都 不 是 四 定 间断 点 ， 所 以 这 个 随机 通 数 是 
as ЖЕ. BEERE a.s. HAER, BARREAREN, 
H o £ N RE X. Co) 在 * = 口 处 不 连续 。 ЗЕЕВА 
断 点 是 随 着 样本 改变 而 改变 的 。 是 可 动 间断 点 ， 于 是 随机 函数 为 
a.s. 样本 连续 。 这 意味 着 它 除了 无 固定 闻 断 点 外 , 而 且 在 某 个 固定 
FIRA A СУИ 

定理 3.1.5 ЖХ = (Х,, r€ T) ЖЕШ. T 为 工 的 极限 
AR. GENET, XX 的 依 概 率 左 右 极 限 之 一 存在 。 记 之 为 X,- 
及 和 +， 于 是 在 T' 里 存在 最 多 为 可 数 的 子 集 To @ фа гет 
T, 了 时 ,有 Хы = Х,а... 

证 . 在 第 一 章 里 已 经 说 过 ， SEIER X, Y 的 距离 用 下 式 
EN: 
| [X —Y| 
1+1Х—Ү|” 
Д ЗЕ {Н И.Е ЖЕЕ 06 йо [Н] Ese ВЕ Вг [Е], ЕХ А-Ы ЕПН 
ag utkak сан 0. 随机 函数 的 等 价 类 就 是 定义 于 工 上 而 取 
鸽 于 这 个 距离 空间 的 一 个 函数 ,. 因此 本 定理 就 作为 定义 于 了 上 取 
傅 于 完备 距离 空间 的 函数 == СЕ, ze T) 的 相应 定 择 . ”这 就 是 
说 说 ;对 每 个 r€ T, Ẹru 及 Fm 中 至 少 有 一 个 存在 。 于 是 在 T EF 
在 可 数 集 T. 使 得 当 re T Т,Б. 一 ы. 往 证 这 一 改 述 
定理 . 

若 * 为 中层 立 点 或 了 的 单 边 极 限 点 ， 则 名 +， E- 中 至 少 有 
一 个 不 存在 ,但 这 祥 的 * 最 多 有 可 数 个 ,到 为 不 相交 的 区 间 最 多 为 
HAA CC, 我 们 把 这 样 的 点 都 预先 归 人 .TT, 里 ,这 样 一 来 
KEZET 里 为 政 边 极限 的 那 种 点 就 可 以 了 ， 人 在。 点 的 振 
动 记 作 (г): 


a 68 = 


ах, У) = Е 





wlr) == lim sup . “(СЕ Ен), : 
#&— Ü ё 


а ОРЕ 1 + 
He , 
r o _ 1 
т, = rn: at > LI, 


E T, 最 多 为 可 数 集 ， 对 每 个 +& Ti, RZ I ЕТЕ z ЖЕЖ 
限 之 一 存在 ;例如 说 已- 存在 ,于 是 在 之 左 方 必 有 邻 域 ( 以 为 


右 端 点 的 邻 域 )， 使 得 在 这 个 邻 域内 每 个 点 上 三 的 振动 必 小 于 二 。 


所 以 存在 以 * 为 右 端点 的 小 命 域 ， 在 其 内 没有 Т, 的 点 , 故 Ts 的 
每 一 点 最 多 是 T 的 单 边 极限 点 。 这 就 证 明了 T. 最 多 为 可 数 集 。 


把 U TINA To 于 是 在 了 一 ТЇ 2 Дә об) 一 9， 这 就 


是 说 E = E,-. 证 地 
注 特别 当 szET(T' T) W, WA X- = X = Xi ass, 
# т=т', ХЕ Т — T, БКНЕ # T =T (тА 
EXET — T, ETARE SRE Е ВЕАОВИ ОЛ В. с 
这 个 定理 最 有 意 轩 的 应 用 场合 是 当 工 为 一 个 区 间 的 情形 如 
果 已 知 依 概 率 的 单 边 极限 里 军 少 一 个 存在 ， 则 除了 一 个 最 多 可 数 
4 TF. REE 1H Xa = X, = Х,_, 
下 面 的 定理 很 简单 而 且 几 乎 是 显然 的 ， 然 而 它 在 很 多 地 方 要 
用 到 , | оС 
定理 3.1.6 若 随 机 函数 X = (X,, гє Т) 的 几乎 所 有 样本 在 
每 个 点 е 上 都 存在 右 极限 Xos E X ЗНАКЕ (MESA г є 
T 上 彼 概 率 连 续 ), 则 它 必 有 一 个 a.s. 样本 右 连 续 的 修正， 
证 ”由 假设 知 , 有 零 概 集 N, 使 得 当 o É М,Н], И] ге T, 
有 lm X, Cu) 一 Kali). x © 
лу Х,.(00), (а@ Nos 
D= Law, оем, 
TLIAR X Ауа 样本 为 右 连 续 。 EX5 X Л. HI 
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EMPH e = 0 FF, Xie Fo Wao B (в„)„ в„{0 KFM 
N, 使 得 当 o £ N, 时 , lim X tenkt) = Xo). 所 以 当 © £ No UY, 


时 ， 有 
Zlo) 一 X,, Ce) 5 一 - шаХ (бю) 


= Em a Хаа) = TTO 


这 就 证 明了 与 X 80. 证 时 

ЖУ З1т 设 随机 函数 X = (X,, +€ T) 的 参数 集 工 是 大 
里 一 个 区 闻 , $ 77 = ТП 80). 把 X(w) ЖТ x Q k 
的 函数 ,如 果 它 是 可 测 空间 (7 x 0, OF) (R, 32 (R) BS 
TRER, ERX 为 Bore (可 测 随 机 过 程 , 简称 为 可 测 随 机 过 程 。 

H Fubiai 定理 知 二 元 可 测 函 数 的 截 口 为 一 元 可 测 , 故 可 测 随 
机 过 程 X 在 * 处 的 截 口 X,( ) 为 随机 上 变量. 这 和 上 而 随机 衣 
数 的 一 般 定义 无 矛盾 ， 另 一 方面 可 测 随 机 过 程 X 在 上 处 的 规避 
X Ca) 5 可 测 的 《Berel 函数 )， 在 《7 ,9 ) 上 给 Lebesgue P 
度 1, ШЕН (T x o, TOF) АЖЖ Е, (4 x 
Р)(Е) = 0, WRH CG, o) é F PF, Хы 个 可 测 随机 过 程 要 等， 
айпи ж re Bore! 可 测 随 机 过 程 . . | 

究 随机 过 程 的 样本 性 质 时 ， 对 于 可 调 随 机 过 程 这 一 械 念 是 

вжо, ТОЯ ЗТ Ва ИРЕ л Е, BI IX 
为 它 是 可 测 的 。 也 就 是 说 在 这 种 限制 下 ， 可 以 找到 它 的 可 测 修 正 。 
可 测 随 机 过 程 有 下 列 性 质 : 

_ 命题 3.4.8 设 瑟 为 可 测 随机 过 程 , 若 站 关 0 或 积分 


|, віх ааб) < оо, 


DIBRI A BA | XCA) EER A be ЖЭ" 
上 的 有 穷 测 度 。 在 此 条 件 下 ,还 有 
E| Х,(о)4нб) = {, EX dG), 


“a 





жт ERETT OBSER, N X. 也 是 随 祝 变量 ， ` 

证 ”此 命 古 的 前 一 半 就 是 Fubini 定理 。 后 一 半 容 易 证 有 明 .对 
任意 BE gR), 有 | 

[e:X,€ В} = {вш:(т(о), we [G, o): XCw)e ВҮ). 
由 等 式 有 方 立刻 看 出 这 个 集合 是 名 ”可 测 的 、 队 而 Х, В 
ж. u | | 

关于 随机 过 程 还 可 引进 其 它 更 有 意思 的 可 测 竹 。 为 此 我 们 先 
约定 了 一 ,一 [0, ©), 7 = 党 (R)， 给 了 随机 过 程 叉 一 《Xi 
z€ 办:) ,对 每 个 re R... BBF o Bh o (X,, <) ( 记 之 为 FE, 
这 一 子 0 域 是 由 (Xe, SO 所 产生 的 于 6 域 ， 显 见 当 0S <: 
< оо, FICAT, W (rz, re Юу ЕНДЫ хрен 
ЮЕ о Ый. CEKET ОЖ, BAET t, XE 
FF, Щй, FABE X ЖН —— ЕЕ L AA 
那些 狂乱 的 子 o 域 族 。 更 一 般 地 , 可 以 先 设 可 调 空 间 (0, F) 中 
有 于 一 族 上 升 的 于 5 域 ( 多 ,xy6 А), УНА НЕБЕ, 
过 程 起 到 自然 子 с 域 族 的 性 质 ， 下 面 我 们 对 这 一 预先 给 定 的 上 升 
+ = Ж (=,, +E К.) 作 如 下 规定 . 对 每 个 z€ 县 + 令 

F a = N =,, 


-=V F= (U F, } 

Ж CF tE R.) ЖАН ЕЕ АЈ, ПЕЕ rÉ R, £S ==. e 
Я 5 8и, = Bi 则 旋 (Bs ee Вв.) REER. .. 

定义 3.19 ELF (R. xO) 上 的 随机 过 程 称 为 CF) 适应 
的 ,如 果 对 每 个 ге, XE sm. 

由 以 上 讨论 可 知 , 任 意 随 机 过 程 对 其 自然 子 с 域 族 适 应 ， 

定义 110 定义 于 R хо 上 的 随和 机 过 程 (X,, € R.) Ж 
为 循序 可 测 的 :如果 对 每 个 上 6 R. eR (5,00) 一 X,Co) 是 可 测 空 
H C0, +] X Q, дё (0, :100.97,) Ж] (R, sp (R) 的 可 测 函 数 。 

循序 可 测 晴 机 过 程 蜂 热 是 ( 钢 人 适应 的 .但 一 般 讲 来 ， 适 应 
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过 程 未 必 是 循序 可 瀚 的 。 循序 可 测 蝴 机 过 程 必 是 可 测 过 程 . 
定理 3.1.11 每 个 (多 ,) ERRE OE) 连续 随机 过 程 
X = (X,,:€ R.) . 
ЖИВАН. 
证 只 证 左 连 续 情 形 .。 HEER re R, 及 每 个 正 整数 п, JE 
ABEILLE X 如下: | 


Хуа) = Хао) + У Xu CT а 09). 
РЕЧ 19 21 1° 


хе? Æ (10, 11X9, 910, 2100,7,) ЕІ (Е, AR) 的 可 测 函数 ， 
从 而 im ХХ 限于 [0,1:] x 9 Б, Ж 210, ПӘ, 可 测 


的 , 即 外 是 循序 可 测 和 的 ， 证 此 

жЕ, х оф А4 的 示 性 函数 Г.(о), r€ R... oE Q 
为 循序 可 测 随 机 过 程 ， 则 称 АЕС). 4 为 循序 子 党 
的 苍 要 条 人 忻 是 , 对 每 个 +:€E R., ANLO, z] x 0E B0, OF; 
R, x оцу НЕЕ TE isk. BRIF 的 一 个 子 " 域 ， 这 个 
Тоу с. ` - 

ЧИРЕ. ЧЫ X hhi FPF F] 8885 , ч B. 34 x Е хо R 
ERRE, EREET o 域 可 测 的 。 


$2， 可 分 性 


我 们 考虑 随机 函数 XX 一 СХ,, 26 т), ФТ тне, 记 区 


(2, et Iano. Анет, ое оак т 


极限 为 : | | , 
| X, Co} 一 lim sup Xoo) == inf „500 Хо), ` 


Х,(0) = üm ЕХ, (о) = sup inf Хо), 
Fr т 上 


我 们 知道 Х.(10) 为 上 半 连 续 { 邵 对 每 个 办 E T, 
6%, 


Ж та 





Jim зыр x (о) = Хх, ()), 


Xlo) < XC) < Xa), (ze T), ` 
荐 :为 的 王立 点 、 此 不 等 式 左 , 中 , 右 三 项 相等 ， X, < 00 as, 
X, > — 00 a.s. 但 由 前 讨论 知 , 当 工 为 非 可 数 时 ， X, 及 x, 不 一 定 
多 可 测 ， 因为 我 们 取 上 下 确 界 时 这 是 对 一 切 s€ TLO 而 言 的 . 
所 以 化 保证 它们 为 名 可 测 ; 那 就 要 求 ,可 以 把 形 如 T O FRAD 
的 集合 换 为 SI, На ЕТЕН, 此 处 5 基 了 中 的 基 个 可 数 子 

集 。 这 一 要 求 就 是 一 个 限制 :此 限制 条 件 叫 做 可 分 性 。 
定义 3.21 тА, X = (X !€ T) 为 一 随机 
RRs шн Ти ТАЙҒА 5 5 = Gi), 使 得 对 任意 开 区 间 1 
(TI = 2), EA 





(S,) inf X, = mE Kis р X, = = sup Xas 
2365 LEYE 

MIRE X у, Ж s их биж. 

显 见 定义 条 件 (5) SF: 
(S) inf x, =< inf Xs sup X, 22 зир Xss 

(s) X5 ТУЖ ТЛ: | 
(5,) inf X, = X, < supX, Vz < TI. 
由 (S;) = 可 见 ， ж 5 2035898, ШЕЕ S 上 得 加 上 任意 可 数 生 后 所 得 
的 集合 仍 为 分 离 集 . 


命题 3. 和 2 随机 函数 了 为 可 分 的 ， 且 其 分 离 集 为 S= G), 
当 且 仅 当 下 列 三 个 条 件 之 一 成 立 : 
(5) lim inf Х„ = lim inf X,, 
. тр ГЕ ЕН 
lim sup X, = lim sup Х,, #€ T, 
rji rær 
(53) lim inf X, = lim inf Xe, 
++ | J 
Шз sup X,, = Em sup Kry rE T, 
(53) lim inf Xij =< X, © Шш sup Xas ТЄ T. 
аре " ++ 


. &5 » 


证 先 证 这 三 个 条 件 等 价 ， 时 见 (81) < 这 (S), (51) => (SD. 

往 证 (Si) = (D. WEA ee T, Н (55) 89 
lim inf Xs = Xr, 
5 r lT), 则 有 о 
lim inf lim inf Х, =< lim inf Xs, 
ti ajre t 

但 lim inf X, Ær BTF FERAHA: WAER 等 式 的 右 方 等 于 
lim inf Xi。， 从 而 这 个 不 等 式 变 为 С52) ж-ж. 同样 可 


证 (SOD 的 第 二 个 不 等 式 成 立 ，。 | 
ЯНЕ АУА ЕЗ ИРНА) ВЕ ЖШЕС5,) = (60). 
E (S) BR I = 1.0), Т, FẸ п co, ИЕ (S, 再 证 
S» => (S), 首先 对 任意 .*E TI, 总 可 找到 正 整数 по» 使 1,60) 
s ОЧ n Sm 时 有 
inf XK, = inf Xs < lim inf Xej 


ses T ғ 


MA CS), 便 得 
inf X, < X,, YETI, 
sjes 


这 就 是 (53) 的 前 一 部 分 。 AERE ЗЕ 

由 可 分 柱 的 定义 条 忻 (5,) АДВ, 及 是 以 5 为 分 离 集 的 可 
ЗВЕРА, ВОЗ АР РУПЕ: 对 尾 意 开 区 闻 Z. :及 任意 团 区 间 
下 列 条 件 成 立 : 
(5) {Х,є C, r€ TI} = - (X, ec, ,ge sI). 
这 个 等 式 的 右 方 集合 为 多 пуй, 而 且 包 合 等 式 左 方 的 集合 ;所 以 
当 (5) 成 立时 , 左 方 集合 必 为 多 可 油 ( 一 般 说 来 它 未 必 可 测 }. 由 
条 件 (S) 可 以 引出 一 个 更 一 般 性 的 可 分 概念 : 

定义 3.23 随机 函数 X = (X,, : € T) 称 为 对 闭 集 类 可 分 ， | 
如 果 在 了 中 存在 可 数 子 集 S, 使 得 对 性 意 开 区 但 上 及 性 意 闭 集 Aa 
恒 有 
(57) {X € A, r€ TI} = {ХЕ А, s€ SI} 
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见 对 闭 集 类 可 和 分 必 是 可 分 。 

引进 可 分 性 概念 解决 了 研究 随机 函数 的 某 些 分 析 性 质 时 所 渴 
到 的 困难 。 另 一 方面 这 一 概念 并 不 是 一 个 严重 的 限制 ， 下 面 我 们 
可 以 看 到 对 每 个 随机 函数 x 可 以 找到 一 个 对 闭 集 类 可 分 的 修正 ， 
如 此 先 证 下 列 引 理 . 

引 理 3.2.4 设 x = (X,, z€ T) Е, < 为 尾 意 
Bori 集 ,于 是 在 工 中 可 以 找到 最 多 为 可 数 的 子 党 3 一 (sj), 使 得 
对 任意 :ET 了 有 | 

PIX, € C s€ Si X, é C1 = 0, 
令 Ф = (CO 为 可 数 个 Borel Җ C, 组 成 的 族 , C 是 F BA 
个 集 的 交集 所 构成 的 集合 类 .。 于 是 在 T 里 可 以 找到 可 数 于 集 $, 
使 得 对 任意 :个 , FERRE N. сее 
{X E C, SE S; X, é CYCN,. 
证 ET HERSH a, 8,6, n DERF, 我 们 用 下 
列 办 社 选 Sare & 
51р PIX, € Cc, ji < n; X, € C) 一 加， 
E P, = 0, BAB „ы, E S = (ят, s). ЖР, > 0, sa 
e 了 使 | | 
Р{Х„є Сјај Xan fC} өз — 1). 


因 2 P0Xu cC, <s X. ÉC) SLs. 


ЖО п-> oo 时, Р, — 0. TE 
PIX, € C, sie Six, £C} 
< Р{Х„є C, j < n; X, # С} < p, — 0. 
НЯ, 引 理 第 一 部 分 得 证 ， 
对 n 里 的 每 个 集 С,, 由 引 理 的 第 一 -部 分 知 ， жт щй 
多 为 可 数 个 子 集 sob. & | 
s= U 5%, 


Ck 
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Зі ГНАТ. ЧЕТ єт < 
N, = \){Х„Є Са, s€ S; X, é C.Y. 
СЕЄФТО 
WX, Є Cis 56 S; X, € C YC IX, € Cis s€ SD X, € C.Y, 由 
引 理 的 第 一 部 分 知 PiX, € Crs Si sto; X, é С} = 0, й РОМ) 
= 0， 对 任意 Ce 多, c = [1 C, i | | 
‚ . 


{х,# CIC U [x, é Cits 
I 
因而 有 


{Х„є С, ғ6 S; XE CC U] (X; e C, s€ S, X, é Gi) 
; i 


CU Ix; e Ci, неё; Kg CEN,. 
1 


由 此 知 引 理 第 二 部 分 得 证 ， 证 举 
定理 3.2.5 《可 分 修正 定理 ) É X =(X,, # € Т) 7—8 
数 , 于 是 存在 它 的 一 个 修正 X, 使 得 完 对 闭 集 类 可 分 . 
证 ”我们 要 构造 一 个 与 式 筹 价 的 随机 函数 和 及 工 中 的 可 列子 
Ж s, 使 郊 对 闭 靠 类 可 分 , 即 对 每 个 开 区 间 工 及 每 个 闭 集 C , 有 
(Ñ, e C, s€ SI) = {K€ C, z€ TI). (1) 
因为 每 个 开 区 闻 是 以 有 再 数 为 端点 或 多 无 穷 为 端点 的 开 区 间 的 可 
数 并 ， 所 以 只 需 对 了 工 以 有 理 数 为 端点 或 以 无 穷 为 端点 的 天 区 间 的 
情形 证 明 (1) 式 成 立即 可 。 令 E, ARNARS BARALA 
为 端点 的 闭 、 开 区 间 的 有 窗 并 构成 的 , 令 后 为 密 中 元 素 的 可 数 
交 构 成 的 集合 类 。 显 见 Z 里 包 舍 所 有 闭 集 。 于 是 由 引 理 3.2.4 
知 ,对 每 个 有 理 开 区 间 1,, 当 我 们 考虑 随机 函数 (Xi, +e TI) 时 ， 
可 以 找到 可 数 集 5,C-TI,， 合 得 对 每 个 闭 媒 c RENETI 存 
EFRR М, 有 
{XE C, sE S,; X, € ССМ,,, (2) 


= iğ e 


+ 


SN, = UN FE PON) = 0; & s= U S S 仍 为 可 数 


Ж. 且 SCT。 不 妨 设 3 RETT, 否则 可 在 S 上 随便 并 上 一 个 
中 的 可 数 稠密 子 集 , 仍 记 为 $。 定义 随机 函数 (Kre T) 如下: 


Х,(о), t€ S, wE Q, 
Zo) = {Xos #45, o é N,, 
lm sup Х, (0), (É S, wE Na 
` т}! 


X -) 当然 是 随机 变量 ; 显 见 (о) = Xka), oN # x = . 
XX 的 修正 。 往 证 车 对 闭 集 类 可 分 ， 即 对 工 及 闲 集 С, (1) 成 立 。 
RE (1), МШЕ (1) 的 左 方 是 右 方 的 子 集 ， 设 we {XE С, Є 
Sl}s HHE rE TT, 时， (о) є c (EH Ў, Со) ЕС, WTR 
个 :#5)。 下 面 我 们 分 两 种 情形 来 讨论 боже, м, Дн 
”的 定义 知 Zo) 一 lim sup X, (e) 6 C, СЮЙ, Gi) ж 


wm&N:， 从 而 必 有 7 使 wgNi。 Н (2) Б Е ХА 
wf {XE C, sE TS = 5,; X, é C) 
= {KE C,se 18; X é C). 
但 因 we (X, e€ C, s 15}， 旅 由 上 得 知 必 有 先 (w)e С. і 
在 上 面 讨 论 可 分 性 时 ， 每 个 定义 关系 都 建 对 每 个 w€ ОН 
的 ， 如 果 我 们 只 限定 必 在 蘑 个 零 概 集 之 外 ,定义 关系 成 立 ,我 们 就 
说 号 机 函数 为 斤 平 可 分 《或 as. 可 分 }， 若 随机 枉 数 为 可 分 , ME 
何 与 它 无 议 别 的 随机 函数 必 为 几乎 可 分 ， 所 以 当 我 们 只 注意 研究 
随机 访 数 几乎 所 有 痒 本 性 质 时 ,几乎 可 分 换 为 可 分 ,并 不 坊 寄 问题 
的 普遍 性 . | 
在 可 分 性 的 定义 (5,) Ы (5,) 或 CS.) ш, 对 于 一 个 随机 函数 x, 
如 果 只 限 这 些 定 尽 关 系 在 一 个 依赖 于 开 区 间 了 工 的 零 概 集 МОТ) 之 
Ў, ДАЛА ХЛ ру, В ВРЕ ВЈ 
Хі I, Н ЗЕ ВАЕ А A и ААЙЫ ЇН] 1, БГ], 
这 时 取 N = U N(1,), 于 是 当 o £ N 时 ,定义 条 件 对 每 个 开 区 间 
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了 都 成 立 , 

如 前 所 说 ,车 5 为 分 离 集 ,我 们 把 工 中 任意 可 数 子 集 并 到 s 上 
所 得 的 集 仍 是 分 高 集 。 这 样 一 来 可 以 认为 分 离 染 5 ETHER 
它 必 包含 了 的 孤立 点 ， 如 果 了 为 区 间 , 我 们 常常 认为 所 有 有 理 点 
或 所 有 二 进位 点 都 属于 分 离 集 - 

最 后 注 明 ， 若 和 为 几乎 可 分 ， 而 且 我 们 只 知道 , 对 任意 ze Т, 
当 at М,Н, (1), (S), (Ss) 中 的 一 个 对 S C T 成 立 ( 注 意 , 因 为 
ЖЕ N. 依赖 于 +:， 所 以 不 能 由 于 (51) ，(5;)，(53) 中 的 一 个 成 
立 ， 推 出 X 为 几乎 可 分 ), 则 5 BADER BREH o € N, 
时 , (SDRT RH o N.B, (S) 成 立 《 使 之 成 立 的 参数 集 为 
5)， 但 由 于 XX 本 身 几乎 可 分 ， 故 存在 加 定 的 堆 慨 集 N KIAR 
S, 使 得 当 o £ No f (54) 对 分 离 集 5 — (а) 成 立 ‚жата, 当 


P£ N (у, ‚) 时 ， 有 





inf Xy inf X, < inf Xss ` 


ES < mi, 


此 不 等 式 的 前 两 项 的 不 等 式 ， ЕН (53) 对 S, 成 立 而 得 ; 后 两 项 的 不 
等 式 , 由 (53) 对 5 成立 而 得 ， 由 此 不 等 式 又 知 CS) 对 50 成立, 当 


agn UÇUN, ) KBRN XANNA „дя, 


53 可 分 随机 函数 的 性 质 


对 可 分 的 睛 机 函数 。 当 其 参数 洛 着 参数 集 趋 于 某 个 固定 极限 
时 , 倪 许 我 们 沿 着 某 个 可 数 子 集 ( 即 分 离 集 ) 去 趋 于 那个 极限 ,使 所 
得 结果 不 诡 ， 下 一 个 定理 说 明 对 于 单 边 净 于 固定 极限 时 也 有 同样 
HJ: 

定理 3.31 k X= (Xare T) 为 可 分 随机 函数 ， М н 
ВЯ, Берт, TEES 内 可 以 找到 上 升序 列 (л), 
lim за =t, 使 得 当 o é N, ( P(N,) 二 0) 时 ,有 
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lim iaf ХС) = bm inf Ху, бо)» 
+: ， 上 э 
lim ,sup X, (о) = Ет ' sup X, ‚(о), 


当 * 为 并 的 右 极 限 点 时 ,也 将 相似 的 结果 ， 
注意 ， 这 个 定理 告诉 我 们 ,如 条 jim Х,, аз. 存在 。 虽然 这 个 


鲍 外 的 办 概 集 依 各 序列 (rs)， 但 必 有 lim X, ss 存在 
证 可 设 X 为 有 界 ,否则 党 虑 arag X， 对 每 个 4 令 


1, = (: 一 4, 1). 


由 可 分 性 (5,) Яр, 在 51, HURRIED Saa = Сл, k < ny 
е @ - 


А 1 1 
P] int Ken 7 — ak Хи. > > 1 < 


Ки . ` 1 ` -1 
Р{шр x, 一 H 工 
ве gp Xan 206 


7E 


把 UJ Saa 重新 排列 成 一 个 上 升序 列 Gi), у, 于 是 由 以 上 两 个 


不 等 式 便 有 
Сени 
| <? {аха _ inf Xy 1122, 


Р (архи — sup Ж. > 11 


=I, 
=< P "шеси. ><; 
# 


由 此 知 当 п со 时 有 … 


inf X. — inf X, — 0, 
selg *% тї Р 


s II + 


sup X, 一 sup X, 0, 


ПАЗА 
而 且 当 ”一 оо 时 


inf Х,-> lim inf X, э infX,, — liminf Жү» 
61, k Tra zt 


sup Х,. 一 lim sup X , i sup X, — lim ,sup Хг, 


ЗА 
由 以 上 极限 关系 推 知 ， FERRE N; K. N; 使 得 
lim inf X, (w) = lim inf Х,(ю), f М, 
lim ' sup x, Ce) = lim sup Xelos a f NV. 


Ф N, = М; UNY, 即 得 本 定理 . gm 
定理 3.3.2 W X = (X,,r€ T) а. 可 分 的 随机 函数 ， А 
概率 连续 ， 于 是 有 
G т ЖЕГЕ ЖЫЙ; 
Gi) & I =[a, 5], a. b€ T, AE ft ФТІ 中 有 
S, = (sas ras `" "5 Sakas 
使 得 当 п — со Б}, 5, ÆT PATRA, ED 


lim sup inf |t — sw | = 0, 


ms i ET 


于 是 当 = 一 co 时 ,有 
А-Я Ха у шЁХ,. 
т! 


ар X Хак? sup X; 


(ш) ЗЕКЕ ЯЕ JSE 20 a.s, E, M GD BARMERA 
加 强 为 a.s. ШЕЙ. 

证 

G) 取 工 中 任意 一 个 可 数 稀 密 于 集 5, 往 证 5 为 分 离 集 . 对 任 
意 * ET。 有 3 中 的 序列 《es 一 НФО РЕВЕ А], ЛЕЕ 
CD 中 的 于 序列 GOD, si >to B. XC) + X Co) š o N,, 


P(N) = 0, 
故 有 
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Em inf X, (0) < Xlo) < lim sup XA (6), wN. 
Jirt . sr o. 


这 就 是 说 当 o € N, 时 , S 使 可 分 性 定义 (SD RI ЖН ЕЗЙ 
后 的 注 知 5 是 分 离 集 ， | 

G) 可 设 《2 гє TI) AF, БА src X. 4 S=(G;) 
为 (X,, té TI) 的 分 离 集 , Н.Г I KIMA о, 5 ШР 5. Has 
HI Sy PE Ni, m -> со 时 有 

inf X, ¿ inf X,, a.s. 
р | жт 1 err 

另 一 方 击 ， 由 于 5. = (sas с» Saka) 在 TI 内 趋 于 稠密 ,所 以 对 每 
Меј т, Х„ АДЕ (Хә k= l,e „ул == 1,2,++.) 里 的 
一 个 子 序列 的 依 概率 核 限 (由 于 随机 函数 是 依 氢 率 连续 ). 于 是 对 
TE s > 0, 
О lim PÍ infX,, 2 inf X, + в} = 0, 
== АФК, l<" 
a . 


Pi inf X, , — inf X, > 28} 
[Ут erTi 
© Р( int X, 一 inf X, s) 
ў җәп t€ TI 
+ Pí inf X, — iof X, 2284, 
Ст `` jgm T 
ЖФ п 一 оо, 4 m — co 便 得 
кат М, хә б 
司 理 可 证 明 зир 的 情形 . 
Citi》 由 假设 及 S, 在 TI 内 趋 于 稠密 ， 所 以 每 个 X, 必 是 
СХ, дэ Å = 1,505, kan 1,2,5. ОВЕН) a.s. 极限 
(а 一 со), ЕБТ s> 有 
| lim sup inf X, < X,, аз, 
由 此 得 
lm sup inf X, < inf Х = inf X, аз, (1) 
m Кайы riEs ГЕТІ | 


但 对 每 个 有 inf X, < inf si， 故 
:&Tf Җ<ХҖ= 


в 13 = 


inf X,< Ба зЁ Заба (2) 
ETF я-=ю к< | 
TEAU) 02) 得 


lim inf Хк == inf Х, as. u 
sær kika - 


局 样 可 证 sup WHE., 186 
= 车 对 每 个 n, Š CS 于 是 对 任意 & @ € Q, жр Co 


Кз Хы (9) хў» "而 言 是 单调 的 ， 这 时 在 E Gi) 的 假设 下 ， 我 们 所 


ЖЕЕ X 1 地 存在 。 | ~ 
”. 定理 3.3.3 设 随机 函数 X= (х,у гє Т), KOMETE Bord 
党 车 X 可 分 旦 在 了 上 概率 为 1 地 连续 , 则 XX 为 (T x 9, # (T) 
DF) šJ (R, sg (R) L 的 af :Berel 可 测 随 机 函数 。 此 外 X 的 
几 平 所 有 样本 的 间断 点 集合 是 Lebesgue AR 7 ~. 
证 对 天 一 0, 士 1, 士 2…… 及 3 一 1,2:…… 取 ü 
XP = ` а, Хб), 
ер ) A. 


Хуа) - BA ад, 


定义 随机 函数 zT: | 
Хо) = SK) TMs „у ИАС), 


RPO = Хө.) Ж (е). 


因为 XX 是 可 分 的 ,而 了 为 Bord Ж, X” 及 Xi Ж (TB 

з, АХАХА ADF N ВХА г 有 

Xo) = Xo) = Х,(о). - (3) 

令 o | 
L = IG, о); XLo = Хо) f 

工 为 STOF 可 测 , 由 《3) 38,364 (2, а) 天时 >。 有 
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Xo) = XLo) = (о), (4) 
т, ЫШ Х Es as. 连续 的 ,所 以 当 * € T ñ$, AFMR 
N,, EotN Н.В 
Хо) Хо) == Хо). 

这 与 好》 相同, KA LEEN 2 ЖИЕП LON, 因此 无 是 1 >< 
Р 零 测 集 (2 为 Lebesgue WE), MME Fubini 定理 知 除了 一 个 
TARI LE о АЧ La 是 Lebesgue 0188, TE (у, о) 
КІ, XLo) = Xlo) = X.,Ga) 25 (Т x O, (Т) 97) 到 
(R, ACR) 上 的 可 测 随 机 函数 ， 而 且 当 4。 在 一 个 零 概 集 外 ， 
АСЕ) = 0, 这 就 是 说 对 几乎 一 煞 о, EA AR K.C) 的 不 连续 点 
集 是 Lebesgue EMA. E СН 

Ж % T.T, АТ) = 0, 4 6 T Т, Е, X, a.s. EE 
续 , 则 定理 还 成 立 ， 事 实 上 ,对 每 个 :€ 了 一 T L,CN,. ` 

定理 3.3.4 (тШ ЕЕН) 设 X=(X,, 1€ T) ARMER E 
续 的 随机 项 数 ， 了 为 Boel Ж, TE X06942 E X, 它 对 闭 集 类 可 
4H. de. Borel И], 

证 由 可 分 修正 定理 知 ， 存在 对 闭 集 类 可 分 修正 ,因为 x 依 枝 
率 祷 续 , 所 以 这 不 对 闭 集 类 可 分 的 修正 也 依 概 率 连 续 , 从 而 一 开始 
不 沪 没 尖 对 闭 入 类 可 分 。 其 分 高 集 为 S= (0), KASTET 
XX 都 有 界 。 

` 对 每 个 正 整 数 n, Sr S 中 的 д, ;ss 按 术 小 排列 后 记 为 

sa < £ < aa =< <, 

H + f = — oo, аи. . 


Ya) = > x ҳо, Грэт, „роу CO 
因为 了 是 Bore) Ж; i Y Borel 可 测 随机 函数 . 因为 X 依 概 


TER, ЖӘ п 一 co 时 > 
YP X, 


从而 u f (5) 
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| p im (Ye — УР?) = 0, 
LATRY ня, нивн 
[ Iy — Yr) (m,m o0), 
+E, YPG) Yla), Н ?为 Bord 可 测 ， 从 而 有 于 序列 
(m) E 4 XP FHR М, EEA G. o)&M HY, um УС) 
= Y,(w)， 所 以 当 :不 属于 一 个 4 ЖЖ T. bp. у? = Y,, Wi 


且 可 以 认为 TDs (HUME SA T, E) н С) 4 
XLo) = ҮС), 1E T Т, WEN, PNJ = 0. . 
ЕЕ Ж X ТЕ: | 
Ym G, uE M: бет 一 Ta) х 0), 
lo) о) RE, | 
Ў ЖЕ ае. Borel 可 测 (因为 了 为 Bord ВШ), X E X09548 E. Ф 
证 E 对 闭 集 业 可 分 。 甚 分离 集 为 9， 因 为 已 经 知道 Т5, Ma 
X, (o) 一 Х.б), Ж дә <: < SEQ Br, 
Ү,(ш) = Jim Хао), r€ T — Tay ом, 
Ro) =S xla), (€ T Т e€ M., 
Xlaj, 1E Ta, 
此 处 好 ,为 M +E На, dota САЛЫ !, 有 
(X EC, ESI) = (X, € C, s€ 51} 
= (X, € C. € ТЇ} 
={#,е C, r€ TI), 
这 就 是 说 党 对 闭 售 类 可 分 ,分 离 集 为 8。 证 毕 
$ 若 X 在 1 零 浏 集 T, 外 为 依 概率 连续 , 本 定理 仍 成 立 , 因 
为 这 时 只 需 在 其 证 明 中 把 T, BA T, RIE, | Е 
Й ТЛО ВЕЛЛ ВАУ ЖЕ АА ЧЕ, 这 个 特 
性 用 下 列 定 义 来 刻 划 ， 
定义 3.3.5 设 忒 ，) 为 工 上 实 函数 ，s 为 TT 中 稠密 子 集 。 如 
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ЖА, € 工 及 每 个 正 整数 =， 都 有 
10026 4f(s): ES) —{})}, ` 
此 处 „д 一 (: 一 L, + 1), TAR OARE, MAEN 


рар 5. И 
用 这 个 特性 可 以 给 出 对 闭 集 类 可 分 的 随机 函数 的 另 一 定义 。 
定理 3.3,6 ” 若 X 对 闭 集 类 可 分 ， 其 分 离 集 为 S ( 必 在 人 中 午 

_ 密 )， 则 其 样本 函数 在 了 一 3 的 每 一 点 土 为 可 分 ， 其 分 离 集 为 3 。 

反之 车 5 тфа, ПАКЕТ — 3 的 每 一 点 

上 为 可 分 , 其 分 离 集 为 8, 则 和 对 闭 集 类 可 分 ， 其 分 离 集 为 3。 

证 设 玉 对 闭 集 类 可 分 , DAR SET HAE, 对 任意 给 定 

ЁЈ s € T—S 及 任意 п> 1, а 


{х, (zo), s € KERE) — 93): = {ХХо),. sE STAA (о), 
AC) HAR. 上 式 就 是 说 Хо) 6 Ala), 对 一 切 € 51„(»). 
但 及 对 闭 集 类 可 分 k Х,(0) 6 Ao) HU) ETIC), 3851 
有 Хх, (ө)є А(о). 这 就 证 明了 和 .Ko) 在 如 上 可 分 

反之 , 设 对 每 个 о, 样本 函数 X.) 在 T 一 3 的 每 点 上 为 可 
分 ， 往 证 对 任意 闭 集 忌 及 开 区 间 7, 如 果 Х,(о)є C， 对 每 个 5 
Si, 则 X,Go)€ С, 对 每 个 :EE ТЇ. КЫ НЕШ c (T. — $)1 
RF, Х,(о)є C. Wn BEREGOI, TE Х,(о)е C 对 每 个 
651,00). AES, RA X Loe CREA ESUO 一 {1})， 
这 就 是 说 
| | [X,(o): £ € S(L,C:) 一 Dice, 

由 样本 函数 的 可 分 性 知 
Xl) у Ту ryicc. р" Е 
定理 3.3.7 设 X 对 闭 集 类 可 分 ， 分 离 集 为 5, Вх 
.连续 , 则 几乎 所 有 样本 函数 在 TT 的 每 个 点 上 为 可 分 , 分 离 集 为 5. 
.证 对 每 个 se S, Вх, 故 可 找 (etc 
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se (r) < s, lim sas} же, 


使 得 
іт Хш = X, as. o - 
` Ha 


令 №) = {Xn МО) К, 取 N = U NG), 


N ЗВЫК. 往 证 当 o € N, HERR X. Ce) 在 并 的 每 个 点 上 
为 可 分 。 由 上 定理 知 X. (a) 在 了 -3 的 每 个 点 上 为 可 分 ， 故 只 需 
EEES 的 每 个 点 上 为 可 分 ， WERE $ BEREN пу 可 找 
正 整数 M ,使 得 
(йез) 一 ар. m>M, 
X, o (2 € (X (a), sE SELG) 一 “ИР 
с[х,(9), s € SO = С}. 
`& т — со, ВЛЕЗ ‹ 2 EN 时 ， Xima ko) — Z), HELMER 
МАЕ и 
X,(e) € 55; ғ Є 512,65) - пи РР HPs | 
对 任意 о. 这 就 证 明了 当 o МЕ, 样本 函数 X. (e) 在 3 的 每 
个 后 上 为 本 分 > 分 离 集注 S. 证 党 


E 54. жоё 性 


定义 3.4.1 ут БАЗ, Ж, РД. НЕЕ 
存在 且 有 穷 ， 但 Kat) Ко), ИЖ} # 5 Д 5 — 9818187 
《或 简单 间断 )。 Ж} ÉE 8 E 0) € [FO +) АЛ 
Къ), К+) 300—1, ШЖК} Æ x Э. РАСЕ 8—2] 
РК ЕТТ. 

定理 3.4.2 ух (XE Т) 为 可 分 戎 机 函数 ， 于 是 几乎 
所 有 样本 法 数 的 非 固 定 疗 断 的 第 一 类 闻 断 必 是 贞 。 著 六 对 闭 集 类 
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可 分 , 则 在 这 些 哟 处 ,样本 函数 为 左 或 右 连 绪 。， 
证 设 S= G) 为 分 离 集 ，. 每 个 5 处 或 者 是 X 的 固定 间断 
或 者 不 是 。 如 果 s 不 是 而 定 间断 , 则 有 等 概 人 Ni, 使 得 当 o € N, 


时 ,样本 函数 x. (о) 在 5 处 为 连续 , 令 М = U Nys КОҢ o $ N 


时 ， Х.(о) 在 велик а ыш ЕНШ. 当 оқу, 
考虑 .Cw) 的 第 一 类 间断 点 г, 而 且 г 不 是 男 定 间断 点 ， 由 上 所 
证 这 个 г URET S, E Xlo) R Xo) 为 有 穷 不 等 。 可 设 

Xlo) < XCw)《 另 一 情形 同样 处 理 )， 往 证 ， DER, ED x, 
Со) 必 在 这 两 个 单 边 极限 当中 。 对 任意 s > 0。 可 以 找到 足够 小 
的 开 区 间 了 了 32 使 得 i 
Xo) EK) — e, Х, (о) + е], s€ SI. 
нта х (S) ЖЯ: 

CoJe Xalo) — е, X,-Co) + в}, 

因 s 为 任意 ， 故 由 这 个 关系 扒 知 Xalo) < Xlo); €X C); 
这 就 证 明了 当 oX N PJ, t 是 X.(o) ВВК, BDE 

Ж ХЫН, Щщ ок А 时 仍 考虑 X. (о) 的 第 一 类 
间断 点 而 且 : 不 是 固定 闻 断 点 ， 同 上 知 (65,18. 


L. (~ з, +1), 
н п 


О соза у TEST, О 
由 于 对 闭 集 关 可 分 ， Ж Хо) Cols n= 1, 2,575, 从 而 


Klu) E N Clo), 


+ 


但 N Clo) RE хб») Ж RCo) Х.б) 必 与 其 中 之 一 


ABIX. (o) E г Эрзат. арар 
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IDA sp, (Хи) — Хә) |, 
BUJA int faU Nwo) 


+еатпа, ооу) ә}, 
aIo) 及 ВС) (о) 2y ЕЖ А Sk X. Со) ÆR Bj r LR f 
动 及 单 边 振动 。 对 固定 的 ЄТ, 车 以 : 为 内 点 的 区 疗 列 (1%) 下 
EEF {г}, Ж о(1,)Со) —> aa), @(1„)(ю) — BUY аб) 
(о) 及 BU) 分 别 是 X.Co) 在 “点 的 插 动 及 单 边 振动 。 显 见 
a(z) (6) = 0 ВИХ. (о) 在 * RER, PO = 0 4 R IX 
当 Х.(о) 在 上 点 没有 第 二 类 间断 ， 此 外 当 nti eh, Ж 
| | X, (о) 一 Х'"(о) — 0, 

К.О) 在 :点 不 能 有 第 一 类 间断 

定理 3.4.3 шох = (X,,:€ [a, 21) 为 可 分 随机 过 程 ,分 离 
Е: з] 5, £ a, b € $S, = Cinnt’ "эз fs Хы)» 5н © Зе» 5,5, 记 
L 一 Ёла skal. 对 任意 єс>0, Щ = 一 co 时 : 
Ë P {тах аСТ.) 22 8} 一 0, ХИ aa. 样本 为 连续 。 


ЖОР {сах p10 >а} 0, х a.s, 样本 除了 可 能 有 第 


一 此 间断 外 为 连续 。 

ЖОР {тах Хь — Хак 22 8) — 0， 则 区 的 аз. 样本 除 
了 可 能 有 第 二 类 闻 断 外 为 连续 . | 

证 < p, = P {man alla) > 引 ， 由 假设 可 以 找到 子 序 更 
Pa) WE Epu << со. ТЗН Borel-Cantelli 31841, HER в > 0 
friesii N ом, НЧЕ ЕК о, (оо), Ф max alln) 
(0) < 6, H a 22 pko) hi. 

对 性 意 E (a, Р), 27 #5, ШЕЕ 7 以 上 为 内 
J.E IL >R ЖЄ S, 则 当 x 大 时 可 以 把 以 z 为 端点 的 两 个 
相 邻 的 Ino 1... rn 并 起 来 。 于 是 总 有 max «СТ, Ш1„/,кы)<<28, 
当 n' 2 vko) В. 令 zm — оо 18: о (0) < 26, {Не Ж, ik 


. #0 + 








ako) = 0 这 就 是 说 当 € N, FF, X. (о) 在 + 处 为 连续 ，:& (а, 
6。 当 e= a, 或 5 时 ,连续 是 单 边 的 . 对 其 它 情形 证 法 相同 ， 
з № 

tK иис ЖЫ ЕЛ, ENH [r r+ 5]C Lab] 
АХАУ, О.(2) RAEM OCA) 一 0(А)(5-> 0), 对 任意 8 > 0, 

Ж зир Píel/, + АТ ZZ sy = о.б), ШОХ] a.s. 
ВЕЖ 058: (Динкин), 

Ж sup РІ8[2, i + А] > s) = OC), Mü XÉ аз. 样本 为 连 
续 , 除 了 可 能 有 第 一 类 间断 《TaxaeD， 

车 sup P[1X, u, — Х,| 2 в} = o,G), 则 X 的 аз. 样本 为 连 
续 ， 除 了 可 能 有 第 二 类 间断 《Ja6pyruaa)， 

现在 证 明 以 上 三 条, 为 方 恒基 写 把 [a,] 换 为 [0, 1] 去 考虑 ， 


эшеги зо, k= 0,1,9, 2%,я = 1,2: т)сеа за 


2), 这 时 . 
P {max aG.) >s) =< <> Pet = в} | 


<vo. (4). 
定理 3.4.4 X = (х, гє 10,17) жаа, #(-) 
Кеб.) ИТ (0, 2) -FERRE RA, H 
fiot. < со, f Oa < со, 
若 对 每 个 *< 工 有 
Р(Х, — Kl > z(y 40), 
ДХ аз. ВЖЕ. ` 


证 HEERA э с> 0, Ya 


由 假设 知 


P(Z,, > &(2-”у} < = РИХ sr — X| 
> G < 2"4(27"), 


3 一 [一 二 


I 1 < үа 
2-xy= 1 | kh) 
236 )< log 2 25, с" SOR 


Zra > I> „езу. 
一 |" а(н) < оо, 
м > PZ SOE 5 2"4(2-"у 一 ce。 由 Borel-Cantelli 


引 理 知 n U tz, > 8(2 9 = N 为 零 概 案 ， 所 以 当 w é N 时 
存在 取 正 整 效 值 的 随机 变星 天 (wy ， 使 得 当 k > K(e) 时 ,有 
> Zalo) < DiG”), 
m> т> 
:此 处 : . 
0, e€ [Y {2n < @(2-”у}, 
Ко) — . ё» 1 ` . 
Iyo € [ | 1Z,, < е(27")}, о 6 n (Za < (2 m), 
k> i kæi+l Н 
== ip, 2 
另 一 方面 ， 因 X 依 概率 连续 (因为 EE), 4G)— 0 Bh.0), 
政 由 定理 3.3.2 知 S = {A27 0 S Каш 2*, n = 1,2, ~ 上 为 分 
离 集 ,由 可 分 性 知 
зар, |X, — 81 = 2 lX, 一 x 


1и ғ 
tHE б i 





дє вн», |, — £| < 去 ， 则 :可 表 为 





u :一头 二 ЖЫ z Fa = 0 或 1， n Z оя, 
由 三 角 不 等 式 得 | 


十 1 ют >т 


AE 4 ses BR j, — s| <= URTENA k Eds 
26 |, -#\<в 所 以 有 


. . 


< 2 D Ze 


mm> s 
TE o € N 时 ,有 | 
зир х) 一 Xm)| = „зар | IX.a) 一 Х,Соа)| 
1 一 中 之 : d n, . 
Fer CEOE] I Е 


< 23 2.00) <? 2; #027") — OCn — о), 
mon 
这 就 是 说 ,几乎 所 有 禅 本 为 连续 ， 证 于 


我 们 避 以 得 到 更 精密 的 结果 ， 基 之 0,4 为 正 整数 使 得 


jË <l <à, 
2 ^^ лл 


ЖЩ a £N, B # < 27 时 (这 时 于 六 ко» Ж. 
sup |Х)— XLo =. аЬ Хө) 一 A 


wenci (Eii 


| < Za <2 > #07"). 





ыр 26и “уе < 25), sto ) 28. 
由 此 得 ; | 
Ж 345 在 定理 3.4.4 的 假设 下 , 存在 一 天 机变 县 及 k, 
使 得 当 w é N 时 ,有 
np, бо) XA) а 0 
wese 
E k H(ma), 
作为 应 用 ,我 们 由 上 定理 推出: 
定理 3.4.6 (Колмогоров). жишпн X == (X, re [0, 
1]) 满足 : 
E| Xman Xl < се, . 
此 处 z, В, C HERR WHEA 7 之 le 有 


1 ашр IX, — x,|—>0 (5{0), 


ЙҮ -riak 


特别 有 : 区 的 几乎 所 有 禅 本 函数 为 连续 . 
证 :对 任意 给 定 的 E>0 М0 < у < д/а, 函数 G= =, 
40) = Cs "pt O-n 满足 定理 3.4.4 的 条 件 ， 事实 上 有 ` 
P[ Wasa – Х| > 547} < = (shr) “Е|Х,„-Х,|* 
| < c.” m (ву, 





此 外 





-ot 
or =, | O == Св и “=, 


所 以 由 系 3.4.5 知 , 当 名 足够 小 时 ,对 几乎 一 切 % 有 


i: |X,Ço) .一 Хо) < y = 


因为 。 为 任意 ,由 上 不 等 式 得 证 本 定理 。 证 毕 | 

， 热 知 若 一 个 实 函 数 了 的 定义 域 了 为 紧 集 时 ， 且 f 在 了 上 为 连 
续 , 则 它 在 工 上 为 一 致 连续 。 对 随机 函数 也 有 同样 结果 , 即 若 友 依 
概率 (概率 为 1 地 或 + 均 方 连续 于 工 上 等 等 ), 则 它 在 7T 上 必 一 至 
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的 依 概 率 (概率 汶 1 地 等 等 ) 连续 . 
БЕЛЛ X=(X,,:€ [0, 17) 称 为 高 斯 过 程 (或 正 态 过 程 )， 
和 如果 对 [0, 17 中 任意 几 个 参数 二 ,14，《Xi，*…, Xi) 的 联合 
分 布 为 正 态 分 布 。 记 此 正 态 分 布 的 均值 汐 (тл), ---, тб), 
Ъз Жж КС, 15), 1 S< ;, i < n. 注意 随机 育 数 的 参数 区 间 取 为 
[0, 1] 并 不 妨碍 一 般 性 。 现 在 我 们 考察 正 态 过 程 X 的 几乎 所 有 样 
本 函数 为 连续 的 条 件 ， 铸 机 变量 X, 的 特征 诅 数 为 
pl, г) = Бех 一 eima аео, 
Ei Áo2(z2) = RG, z), Ж X, 29 а.в. 样本 连续 , 则 由 Lebesgue 控 


ШЕЕ ЖАП, 对 任意 固定 的 L, HEAR p, г) 是 1 BU PE SE BB 
数 , 于 是 由 





PU) = — [log Pla, D) + logo (А, 0], 
mG) 一 2. [tos ФО) + 二 | А 


Аа?) 及 тС) у е НОЕ БАЗ. ЕА, CG) 及 то) XE 
RARE ХВО as. 样本 连续 的 必要 条 人 忻 。 去 党 虚 充 分 条 件 ， x 
mz X, 一 mD, 于 是 
| E(X,, — Ў,» = Rín, z) 一 2RG(a, n) + R(n, 1). 

由 此 及 定理 3.4.6 得 到 ; 

命题 3.4.7 设 X == (Xis rE [0, 1р) драгу ТЕ, ЯА т 
@ ER, 且 存 在 常数 C > 0 М = > 0, 使 得 

[Rh 5) == 2К(а, һ) + Кл, aJl 
= Cis— ala n€ [0,11], 

- 则 下 的 几乎 所 有 样本 连续 ， | 

转 别 当 处 为 未 分 的 Brown zbit (В mD = 0, RCs, r) = 
s 人 个， 则 它 的 几乎 所 有 痒 本 连续 .。 


Ш 往 证 下 列 关 系 即 可 : 对 任意 7 <>, 


lim A- 7 su |X, — Х,| = 0 a.s. jk P. 
мса 


$ 5. 可 选 时 ( 停 时 ) 


设 (0, Z, PO 为 基本 概率 空间 ， 取 参数 集 T 或 为 尼 , 或 为 
N= (0,1,2,-..). 4 CF tE T) 2 — ELI F z ik, BH Z, 
С.С, 0] ғ, 

ЖУ 351 RETA R А = (0,1, 2,-:-, +оо) 上 的 随 
рн r 称 为 《多 小 可 选 时 (或 称 停 时 ， 简 记 为 D.t.)， 如 果 对 每 

个 (€ RCN) 有 
fr =< te Эв = a) Fn). 

现在 以 离散 情形 说 明 停 时 的 合理 性 ， 例 如 一 个 人 在 他 赌博 时 
决定 当 他 赌 胜 一 百 次 就 停止 莱 博 ， 停 止 赌博 的 时 刻 * 当然 是 一 个 
随机 变量 。 (r = n) 就 是 说 当 他 赌 到 第 * 次 时 ,他 才 赌 胜 一 百 次 。 
s, ERRA z 次 时 , 巍 滞 者 记 能 掌握 到 的 信息 , 故 * 该 不 该 等 于 
# 是 依赖 他 赌 到 ”次 才能 知道 ， 所 以 《zr = п) Є 多 +s。 ВА 
ЖЫ т 表示 某 一 随机 事件 发 生 的 时 刻 ， M| {т <) 表示 这 一 随机 
事件 在 + URCARE, F, 可 以 理解 为 到 时 赣 : : 为 止 我 们 所 能 
有 的 信息 ; 故 {r < Y BT Z ,, 

显然 常 值 :是 可 选 时 。 т 为 可 选 时 ， й] - + G > 0) 仍 为 
тЇ. 

下 面 给 出 一 些 简 单 性 质 : 

引 理 3.5.2 着 7 为 取信 于 R. 的 随机 变量 使 {с <NE 9, 
> 0, BÉ (я) JEER, 则 ?为 C 芒 小 可 选 时 . 

注意 ， 有 些 性 质 可 以 直接 推 到 离散 移 (Z) 的 情形 ,有些 性 
质 则 对 离散 参数 情形 是 无 意义 的 - | 

证 HE (т<) F, SI (z < ry€ Fu МЕ» > 0, 
故 (т<, = 97, 证 毕 

引 理 3.5.3 е, ор, ео, rAo Жн, ЯТ 
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(zk) 为 可 选 时 序列 ， 则 sup т 为 可 选 时 . КЕ С) AAE 
EM inË rx 为 可 选 时 * 这 时 limsup ту, lim inf т. 也 为 可 选 时 . ` 
证 BHEE: ER 有 z 


{т Ло} = {r S Ue <) 6 Ө, 
{тустг р = {ту ог) F 


sup n < Y= (1 ta < 38 Z, 
| I ` k. | ; ‚ . 
Пата < л == U < рє ЭР, 


后 一 个 关系 ; ЕЛЕ (Z) DEER, 便 推出 inf re 为 可 选 
иж = 
定义 3.5.4 可 选 时 + 的 + 前 事件 6 Җ F, 定义 为 
多 :4E FiANtr Є 97,16 е, }, 


此 处 FA V Fn 


“定义 3.5.5 TEN с r КРЕ с R Sr. END 
F {ВЕ Fo AN < rl ДЄ mm, e€ RY ` 


{BE S: A U < ri, 46 UF, єй}. 


E P o 的 两 个 定义 里 ， 显 见 下 边 的 每 个 元 素 孝 属于 上 边 ， 往 证 
LADE ERETTE. AEF, 则 


ANu < zY = U {АП {#< rh E Ae YF. 
жак Ее ` 
对 一 切 r > :. 所 以 由 这 两 鲜美 系 可 以 看 出 An < r} 可 以 表 为 
下 这 的 元 素 之 并 . ый ылай ЖЕТ 下边。 因此 一 的 两 个 
定义 等 价 . 
定理 3.5.6 г ра, є F, ‚эс, 
证 {ҤЕ ЖгєЁ,, н. КЕМА ОГ тє F, 


"В. 


BHD Ч тре Z 从 而 {е ре 87. , ВАЙ т x F 
агі. 2. | 

Е 县， 一 多 ЖЕП 9. ШЕР F.. Оюк. =>. 
HER BEF), MIF. зр. Fo уз—&хл, Ж АПИ; 
三 T} 也 为 多 ,可 测 , 此 处 4 € 多。 事实 上 ， 对 企划 s 
m, =< r. ` 
АПА П), z< +. 
E kul Bi, LAN и < zY] r < ре F ЖЕЙ ;, 这 就 证 明了 
[Ani < re Z. 证 毕 

定理 3.5.7 落 ?* 为 可 选 时 ， ставив еэ, сє 


П) 04е = +) = I 


Fa ARERR ° 7 
证 HERERO рос 多 二 luche Foa. {HHR 
多 ,的 定义 知 :对 这 个 : 必 有 2-2, 


{oN | 
于 是 由 假设 + < c 知 а < у= (< n, 由 此 及 上 式 
BILIE F, HEBE Re AIET z Е, з 
利用 这 个 定理 可 以 证 有 明 ， 对 每 个 可 选 时 +， 可 选 一 RAER 
(ra) 使 得 ze Y z. 
事实 Га: 


Te = сор + DÈI p евр, (1) 





йш т.е, TEF, (ж 3.5.6), шей 35. 7 知 5 为 可 
选 时 . 显 见 т, { т. 

EISE 设 J,T 为 可 选 时 , 则 

(i) AE „=> АГ {т=ст}е6 S, 

《iD AE 2; апо < re Z... 
G) 设 AEF o 往 证 对 任意 6 R,, гапо тте 
iE Жу, {ПН | 

[4nic 秋 ri]nfr 扫 对 一 


ь 8% >» 


ГАП {а = y] [e A z < r A #1n {т <}. (2) 
fE олг F, 这 是 因为 ,对 任意 :6 К, 

А < _. Qa. # =з, 

ам | сл s < А 
天 (оле 56.977, {т € R, АЯ rE a [oN 
t= w ЛЄ. 另 一 方面 A 站 fo = z) € S>, (因为 AE F o) 
irae Ж, 总 之 (23 НОЯ 27, PN, M faz B, T 
GD ж ac Z,, 我 人 有 . | 

Anto <r} = А), [4 te < әп < ri. | I (9 


Н ante < rye ЭУ, 故人 3) 式 右 方 并 里 的 每 项 都 是 FATIN, 
АП АПҢ{о<т}є Z. 证 此 

Ж 在 本 定理 里 取 4 — Qé 多 。 于 是 {с<ст}є6 F, {т 
<т}є. F OCF. ШП. 对 任意 两 个 可 远 时 c, r, 3925 fo < 
Dr ,fr (еа) 都 是 多 ,可 测 ， 由 对 

性 知 也 为 多 。 可 测 。 但 其 中 只 有 (c < re F, Jf (r< 
eg оры > . 

定理 3.5.9 设 г 为 可 选 时 ， 刚 对 任意 Ие Sr., An fr = 
oje Fp. 

证 ”集合 类 IB:B {r = о}є F) ос, KARE 
当 AEF, B АГ{т = oe 2... 即 可 ， 这 时 


айе = ө} = A [AN{r > тү], 


但 此 式 右 方 每 一 项 为 多。 TT. “R Ane о}, яга, 
证 举 

定理 3.5.10 Жо, r 为 可 选 时 ， HE c ==, Ш PCs 
7-С... 

证 先 证 FOF, HERAT., BEREAN {о < 
тў= A, 8 Аа} с. 《定理 3.5.8), 3 2 € 名 
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КЕ 37, С S... ВЮ Я. BERA ЭУЕ. 首先 Fan 
的 元 素 BEF.) 也 是 F. E. Ж Sr... SaR nR 
ANU <=}, Ае Ж, 因为 А{ и < oy 为 ж, 可 测 : 故 
[anti < oy] tr <т}є Sr,_, 
但 外 假设 ANAU < ayl тр АП оа}, 8k ` ` 
ADI < орє F, E | К 
ТЕЙ 5511 ао, т, ос ст, LE (z < оо} Е {о 
=< т}, Ш.С... 
证 对 每 个 4E 多。 EE A€ Ж, 由 假设 有 С 
4 = {АП {о = 0} ULAN ie < rHUILAN ir = со}], 
但 此 式 右 方 三 项 都 52, 可 测 , 敢 4 为 F 可 测 . 证 毕 
定理 3.512 15 (т.) 为 可 选 时 单调 序列 . 
G) Ë rlr, W 多 ,= П, 3 (S, 为 右 连续 
Gi) E retr, M ял, = V F en | 


证 ОС 
G) 由 假设 及 定理 35.10 知 , S.C ОУ, Ж 


FC) =... 


往 证 及 包含 关系 , BENER ле [F n Ae 名 ,由 he 


Fos n= 12，… 知 对 每 个 +e R., AN {ts < Ye 多 ,但 由 
Апе <= U tantz, < 18 FN 


An Ir шге 2, = F 
(1) 由 定理 3.5.10 知 S, CF, & V =,.-C s, . 


с MERER, BE Sr, 的 元 素 为 V F n- 可 测 。 事 实 上 ， 对 每 
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个 4E Z, # 
АП < т} е U (Ant < r, V ж. 证 举 
定理 3.5.13 设 (rs) 为 可 选 时 单调 序列 。 
' G) те тут, E {0r << col F, WU ` 
F, = {| ж ens 


# (S ,) REH. 
(н) # т. фе, то т Æ (0 < тос o) 上 , 则 
= N F og 
证 


G) 由 定理 3.5411 с, ж sr, Гра, . t 


证 及 包含 ,由 定理 3.5.12 得 
П.с N Fen EF n 


G) 由 定理 3.5.11 知 S, CS. VT x 
由 定理 35.12 及 35.6 有 | 
Мс». = VF M F ry 


由 此 推出 =... = V =... 


对 任意 46 = 及 可 选 时 r, 定义 局 限于 4 的 + 为 
_ т(0), wE A, 
ralo) _{ оо, oa 
т. 当然 是 取 值 于 R, WIERE. HEEE R. , 我 们 有 
Ir, 安身 一 Абе < ry, 
ШЕТА T Pl dr а, 


+ о] „ 


命题 35.14 AEF o, T AER RRA F АН. 
RH ra 为 可 选 时 ， | | 

定义 3.5.15 Шс, ту, ст, іо А, хот 

{Cr оу) < z < (о) о, т), 
10, т) ЖЕ НЯН. 同样 可 以 定义 其 它 类 型 的 随机 区 阅 : бо, 
т), Ço, ri, 15, rl, #0 = т, MA lol RE e, og EH 

[s] = {Gy о):0(0) = t) 
lol 是 在 空间 R. x 日 上 的 图 .对 任意 
s (€ Ri, Ko, y = it) XO, : 

注意 随机 区 间 不 是 空间 R. x o 中 的 子 集 ， 而 只 是 R, x оң 
JA, БЫ ЖАИА o, або) = rlo) = +оо, WJ [z, т] Ж ХА 
处 的 截 口 为 空 党 。 如 果 z = со, 那么 ie, т] = lc, 2). 

定 更 .3.5.16 每 个 随机 区 间 是 循序 可 测 集 - . 

证 ”随机 区 间 lo, r) ARERR T.G, ©) 是 有 过 适应 过 
程 , 故 lo, r) ЖЕРЕ [И]. ТЕЁ 

定理 3.5.17 设 X 是 循序 过 程 。 т 是 可 选 时 ， Ш X, 为 ==, =Í 
测 . 

证 : 由 假设 知 Xee .多 (AA XATAR), ЙКЕ X, 为 
多 ,可 测 ， 需 证 对 任何 AE BCR), Ж „Ж {XE 4) 必 为 
多 -。 可 测 , 即 证 对 任意 tE R, {хХ, е AY tS ye Ж, 但 是 

{Хе AN {rT сг} = (X; | АЕ}, (1) 
我 们 在 定理 3.5.8 的 证 明 过 程 里 已 经 证 了 +A 人 se Ж, ПП Xe 是 
(о, F) 经 过 Cerla) Л fy w) 到 (fo, z] хо, B [0, HDF) 的 
[2% (10,,] x Q, B, OF) A Lo) #1 (F , Z 
(Еу) BSST IEE КО S ik Xa 是 (Q, Sr) Bl (R, s (R)) 的 
可 测 映 人 象 , 所 以 [Xn Є AY€ 多 y 从 而 由 (1) 1 

IX, e AN үе 57, WE N 

因为 + 可 能 取 十 co ,这 了 时 就 发 生 了 当 wm 使 ftw) = 十 oo 成 立 
村 如 何 定义 X, Go) ВУАН. E X. 存在 ,这 时 就 对 每 个 ce {т 
= со}, ÆN Хи) = Хб). 一 般 情形 下 不 管 Xo 存在 与 否 ， 
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可 以 在 {т== co) ЕИ Хо) = 0, IEA X, < reo ЖЕ 
X Х,. 
ЖУ 35.8 ia R, x Q BRATE. 14 8 
Dalo) = inf 42:16 R., G, a) € А}, 
这 里 通常 都 约定 iaf 27 = +o, HUERO ОШБУ 
站 Bf = inf (iD (o) < z, (z, o) € AY 

等 等 . i 
下 面 需要 用 到 有 各 的 可 测 投影 定理 ,这 里 只 叙述 而 不 加 证 册 ， 
读者 可 参看 Dellacherier 1. Г. 32。 这 个 定理 是 Choguet 容 度 理论 
的 一 个 简单 推论 。 

定理 3.5.19 
设 多 улс, R, x Q RTL BRS 可 测 ， 则 
ажо LRE ПКА) 为 .多 НЙ]. 

定理 3520 * 多,(. 多 ,都 用 零 概 集 完 备 化 , Н (C.S, 为 
BERR MEFE A 的 初 通 时 Di 为 可 选 时 。 

Ш ”项 证 对 任意 e€ Ris ID, < :) € Z, СЮ (S, 为 右 
连续 ) ,我 们 有 

{D < zr = HAN EO, 22). 

由 于 毛 为 循序 集 , Ж АП 0, = ANIO, г) x 2]є 28[0, :] 
x 多 ,， 由 此 利用 可 测 投影 定理 知 HotA 站 410, 2)E #,„ ШОВ 

特例 . Er X = (X,, : 6 R.) 为 在 连续 适应 过 程 ，C 为 如 里 
Ж, K 





Do) = inf (z > 0, X,Go) € С} 
为 可 选 时 。 事实 上 , XAMES, 故 {Х,бо)е С} 为 循序 
可 讽 集 ， 如 果 不 想 引用 上 面 的 定理 ,我 们 可 以 直接 证 明 这 个 特例 。 
.其 证 明 如 下 : 因为 若 令 в = А\с, ШХА, ВЖ, 
故 有 . 
ID. > r} = {ю:Х,(о)еВ,+< г] 
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= {(\{Х„(шує pt, 


гео), 由 此 知 : 
lD. <} = U {Х,є Ce =, 
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第 下 章 ”独立 增 量 过 程 


51. 一 般 人 性 讨论 


定义 4411 XX 二 (X,, +:E RR,) 称 为 独立 增 量 过 程 ,车 对 尾音 
正 整数 aa 222) É Re 中 任意 参数 0 过 之， 之 ta 随机 
>z Xas Xn Хз tta Xy х, WAER 《这 里 未 假定 
= оа. ), : 
显然 为 КОРСОНОР КЕТТ LEH 
量 X,, — Ka Вг 2 8 < л уН. f 
ЖИЛЕ (Хут є R,) 的 所 有 增 量 的 分 布 已 给 ,而 且 对 任 _ 
Ж 664 < Gn), ME ХХ, ХХ, 
X, 一 Xa HEPER УА Т {ЕЛЕ Ч 8 SE ар ЕЛЕ ЗУ 
HEGE X, ВЕЕ ES X БОН КУ 8330602 ЖОНЕ, 
往 证 此 事实 .- $p AOA) 为 Xa — Х,, 的 特征 函数 ， 对 0<a< 
< z, Co = 0) 


„ыз _ „фло 7 
М oo эт ш); GOD 
此 处 ， Ék = u Heg 十。 "Fue, k = 1, 2, АРЕ . м: 


але вава (СЕ. 二 1.2. 55136 R), 使 
ннн. 


fe $- ; а, б". `; к) = JI Pris Се)» o 0) 


EEk (F,,... q | 2 == 1, 2,7 46 в, жжем. я 
EERS x, Bi (22 有 


5 а 


| е P 可 下 ie х.) 


= арыба ш ра зо Соба — $O 


. Q, u (040° ` Pipin (rs). (3) 
但 F,. (x. `". Хаг» TOO, Журу '" "5 х.) 的 特征 函数 等 于 
эз? ЕЯ 
|; ек | Р АЕ “ Жат» +0, Fkt erty Ra) А 


= po (om 一 и)" C C a — uk) ° Е 
Я Pigra С 一 ик) Фе a (Uk+2 ° Pirgit (a), ` С) 
由 Xa S Xr = Xa Ха + X, — Хо A 
`: Pigan CH) 一 Фа (maaa (rra). 
= kawa 一 Pi CUR -- 
990 == m + a ЧЕ сб * + н, 一 wk 十 оу) AETR 比 
5 G) 及 《4) 的 右 方 , 便 知 (3) 5 (4) 右 方 相等 ， ATENA 
ВЭД АЈ, ВЕ А л, 有 ЕС 
Е,» "tts Iras OQ, хаа» ` ‚з 
== Ё икы- чи (8197775 Ж-а» Waras Sadi › 9). 
这 就 证 明了 分 布 放 (F,.a sn 1,2577. GE RY 020017380. 
由 Колмогоров 定理 知 , 这 一 族 分 布 在 (Rr, 2087). T = К 
上 定义 一 个 概率 测度 P. 在 这 个 基本 概率 空间 (R; 82 СЕТ), P) 
上 取 随 宙 过 程 KEO = z, — хоз eRe R,. 这 个 过 程 的 
有 穷 维 分 布 族 就 是 CE neta siR 1,2,:.. 由 人 2) 可 以 
Жн х, E, REAR. — НИН 


Ee Ry f = | еа Др, (tis хз) жа: 


，- С == Фе, С0)Ф, 2; ч) = ge, 00), 
AURE z + отына X, Xa ВА. ВТЕ < 
为 狸 堂 增 量 过 程 。 事实 上 ，, AEH << h“ =< hs Жн д 有 


Ее? -¥, i 478: Ri 


чо 
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一 X, ig Ep Trice 
= Ee vr С Pirs а 


一 Por (O) Par, OL IRD RD 
| - P aP Ce). БЭ | 

此 外 还 知名 = 0, MAX 为 独立 增 量 过 程 。 FERDEN 
量 过 程 的 X, = 0 a.s. 

定义 #41.2 зз Бая (x, 1€ RO 称 为 齐 次 的 ， 如 
ЖАЗЫШ X, — X, 的 分 布 上 只 与 2 —– НК, и, 

下 面 举 几 全 独立 增 最 过 程 的 例子 ， 

#11. Brown 运动 。 它 是 齐 次 独立 增 是 过 程 ， 其 增 量 的 分 布 
为 正 态 分 布 , 且 Р(Х» 一 只 一 1 | 

E(X, — X) = 0, ECX, — X): = о: el, 

此 处 с г> 0. АЕ ВЕН Bachelier 讨论 过 ,局 来 Wiener 加 以 
严格 讨论 :所 以 也 有 人 称 之 为 . Wiener 过 程 ， 英 国生 物 学 家 Brown 
(1826) 发 物 在 被 体 中 眉 到 流体 分 子 碰 挤 的 小 质点 作 不 规则 的 运 
动 , 这 种 运动 被 称 之 为 Brown дй, Einstein Б Smoluchowki 证 
ЕҢ Brown 运动 质点 在 时 刻 * RER X, 本 以 初步 好 用 这 个 齐 注 独 
耻 增 量 过 程 的 样本 来 近似 ， 其 中 常数 5 依赖 于 质点 的 质量 最 液体 
的 粘度 ， 对 于 这 个 过 程 今后 还 要 仔细 计 论 。 前 面 已 证 ， 如 果 再 设 
这 个 过 程 为 可 分 的 , 则 几乎 所 有 样本 涛 连续 ,今后 还 要 证 朋 几 乎 所 
有 样本 为 连续 的 可 分 的 江 次 独立 增 量 过程 阁 是 Brown 运动 . 

@ 2. 设 F, 5 为 独立 随机 变量 , 取 固 定 的 0 < 二 二 


і =< ее < эһ, 令 
х, = уа 


PH X k bh yy kia, 其 样 本 函数 是 在 ap 处 有 了 脑 的 简单 
HR, HB E, | 


_ 这 个 例子 还 可 以 推广， 设 (š) EES a $i 


к 且 其 和 与 项 的 先后 次 序 无 关 (ЗЕН). ETZ (£) 的 


性 豆子 序 列 也 有 此 性 质 ，“ 设 (у) 为 正 数 列 ,定义 ` 
. $7 + 


= >; 5 


t ZASE . 
ХОН ЖУ. А НБН. ME X Xy3hyur tat 
过 程 , X = 0, ЖХ, — X,, += z ВАЛЕЕВА ЯК Pale) жана 


" дө 


Кш ` 


显 更 当 ”一 oo 时 , nX, 一 Ж. жш Txbespue аа 


m, Zi n — co 时 . К | с Уц + 
I Een > pal), I 
车 ФС). == Eerik 则 有 . р: 


вби) = Ша. H УШ „1 
т ыб. ЕС эў Fs А коз з, 
зоа НА БАЕВА. (s: V, 

113... ЭРК Poisson- 过 程 是 大 次 独 站 增 攻 过 程 ，: Эне 
шы Poisson : бя, ВЫ з < еф: Т 


йж, = ш a aap E ea Me Dn, K= 051, ERS 76) 
1 为 参数 ， 其 增 量 的 特征 函数 为 。 


E a xp ==. Le | 
而 且 | L 7 e 
E(X, 一 x)= ла D ШОР 区 
E[X, — X, — ¿(z 一 DF, = Mt) 
现在 我 们 讨论 Poison 过 程 酌 一 些 性 质 . 
' 命题 和 1.3 可 分 的 Poisson 过 程 的 必 了 所 有 幸 本 函数 为 单调 
МАЧЕВЕ, Е АЕР 1. 

证 由 (当知 , МЕЖ +< :, щх,эх,}=1, шй, p 
ÉE Ы 当 RRE G.D) E; x, — X, 概率 为 1 地 
ЧЕКЕ, HR Et ЕА. 这 就 是 说 (X,,, 21). 2) — НЧЕ 
Ф, 且 其 增 量 为 非 负 整数 。 由 可 分 性 候 设 知 可 取 分 离 集 s 作为 
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《xs ， 于 是 每 个 样本 函数 在 住 兰 开 区 间 工 上 的 上 下 确 愉 等 于 它 在 
15 ЕВЕ ТЯН. ВЦ о ТЕЗЕК ГДУ, ВЕРЕ БАЎ 
X. (о) 为 非 降 , RERA, ЕА ЈЕВ, пы fo № 
THRE ЖЭ 

X, - (e) < X, бо) Хө) = X, бо) 十 Ka). 

此 处 яо) ЮРЖ, Х,(о) 一 Хб) B: T EBR SFU УКИНЕ. 
С RE Piala) > 让 一 0。 Н ВНА УН (0; 23, Ж 
Х.() Æ (0, з) ТЕ 6, ЖЕКЕ ЕЖЕ 1, MAHER m, ` 

max [Xi (a) 一 хы, өл >L : 


Pt max [Xa 一 ра > 1} 


т 1 I | 
< ях, - = Хз, > СЯ 


Е Е = (m 一 - DG: 1 一 L pn 一 | gulm зм). К © 
= 709 一 > со), | | Е 
这 就 证 明了 KEO К Н ВЕТ 的 概率 为 0 o, 
wP... 
.本 分 Poison. илдан, 事实 上 过 程 在 
хм G: + Т) 上 为 连续 的 概率 等 于 
` с P(X; r X, = 0) m T 00, Тоо, 
但 过 程 在 每 个 o 处 为 a.s. 连续 ,因为 
PIX, ra 一 Х,а > 0} = 1 — e > — 0Cs 一 0). 
ЕВР НЕ» TREE БЕКЕ УВК ME ЕНЕ: Ж 
生 一 次 ， 例 如 对 电话 总 机 发 生 一 次 呼唤 .， ЕЕЕ АХ Й] С, /) 
内 随机 事件 发 生 的 次 数 就 是 X, Xa 因为 在 每 个 点 上 过 程 
a.s. ER, 所 以 X- Xna — X, — X, a.s. 由 此 可 见 如 果 忽 略 零 
概率 不 计 ,我 们 计算 在 某 个 区 间 中 随机 事件 发 生 的 次 数 时 ,考虑 这 


+ Q a 


个 区 间 的 端点 在 内 或 不 在 内 是 没有 关系 的 .在 这 种 解释 下 ,， (6) 中 
第 一 式 意 味 着 在 长 为 / 的 区 间 内 瑚 机 事 作 发 生 次 数 的 期 户 等 了 
м, MA RENER HDE (PSREN). . i 

若 令 Fis Hn " °з En 分 别 表 示 在 * r ARRERA 
ПЭ, RER EAA sas". s 为 独立 随机 
变量 .现在 让 我 们 考 效 当 事 件 发 组 于 其 个 区 间 内 时 ， 其 发 生 时 刻 
在 这 个 区 阿 内 是 如 何 分 布 的 ， 也 就 是 我 们 考察 随机 事件 在 时 间 区 
词 内 的 分 布 规律 。 这 种 分 布 规 律 当然 是 由 于 此 过 程 为 Pisona 过 
程 这 一 性 质 所 决定 的 ， 我 们 把 这 种 分 布 规律 叫做 依 Poisson 规律 
分 布 * 而 在 物理 文献 中 就 叫做 “随机 "分布 。 | 

定理 414 (Xare №) 为 齐 次 Poison 过 程 ,在 已 知 区 阅 
(5, D 内 随机 事件 发 生 = 次 的 条 件 下 ( 即 X, — X, = n), Же 
事件 发 生 的 时 刻 在 区 间 〈*， 六 中 的 分 布 就 是 在 Cs, 2) Чий ЙЕ 
取 m 个 随机 点 ,而 每 个 随机 点 在 《s， 站 中 是 一 致 分 布 的 ， 

Е 一 个 随机 点 在 《六 中 一 致 分 布 就 是 说 它 落 在 “*， z) tB 
汪 个 长 为 和 的 子 区 间 内 的 概率 等 于 A/s 由 此 定理 知 ,在 已 
ARE Ce, O 内 随机 事件 发 生 = 次 条 件 下 , 第 一 次 , 第 二 次 ， 
第 = 次 发 生 时 刻 ， 是 G р 中 一 致 分 布 的 = + чазаа 
8. І 

证 E G, 分 割 为 个 不 交 子 区 间 ( 人 多 许 有 公共 器 点 ) To 
“+ Ige S шь] =1, 2,6; 为 随机 事件 分 别 在 221=1, 


…, 中 发 生 的 次 数 ， 由 假设 的 已 知 条 件 有 ун =n. TG 


KH 5, РЖ Ds H ss: э ETRA 


Plm = mis j= 1 ДС. D ERER) 
= he J eoe DF- 


jei mjt ni 


жолы ЦСУ 
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当 万 很 大， 每 个 1/ 很 小 ， Hs mk B” 个 等 于 1， 其 余 等 于 .0, 
RIS 5 = 7 тже 


e 一 >, Пан 


这 就 是 这 = 个 点 在 ,fr。 г) 中 diserta 15 外 的 条 性 概率 证 举 

哥 求 在 什么 条 件 下 事件 在 时 间 区 间 上 依 Poisson 规律 分 布 是 
很 重 要 的 ， FERTA 出 事件 在 时 高 区 间 [0, oó) руй Poisson 规 
律 分 布 的 条 性 .在 时 间 区 间 [0 , oo) 上 每 一 MARRRERRA 

定理 415 Ж : 

G) 在 有 穷 时 间 区 间 内 事件 只 能 发 生 有 穷 次 。 ROTAR 
在 区 疗 [0, г) 事件 发 生 的 次 数 。 所 以 对 每 个 : > 0, X, Ие 
Е.Н X.= 0. ` 

Gi) 过 程 为 独立 增 最 . 

Gii) 过 程 为 齐 次 | 
则 事件 在 10， %) 内 依 7 Poisson нот, 80 Ха, fk Poisson 
分 布 。 1 
证 ПЕПЕ ХОРИ Poison we. çI 10; 1) 内 事件 不 发 生 
的 概率 记 作 ФО): 

@(z) = PIX, = б}, 1 > D. 
POE BWE Pe = 0。 则 在 任意 小 的 区 间 [0, z) 内 事件 至 
少 发 生 一 次 ,这 显然 与 条 性 G) FA. 由 条 件 Gi), Gü) A. 5, 
z > 0 М 
@G +) = Ф()Ф@у, В ФО + ) < ION (7) 

H (7) 可 知 ; 如 果 对 某 个 x > 0, Ф(„) = 0, 则 必 有 有 


0-00) (а)... 


所 以 对 一 著 ? S0, 有 ФСР) = 0, яп ЎЕР. вагт, 
ФО.) ЧЕЗ, ЧЕНА А: де З ЖЕ (7), РЧ ФОР) РЬ FAR 
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We) = Ë, (8) 
дз > O 一 0 иии НЕЕ, FD X, = 0 as 对 一 | 
li), 最 后 青 证 

РіХ, — X, = m} = eo AG и m=], 2 (9) 


由 (8) 知 ， 当 1 一 0 时 PG) 一 1 所 以 在 任意 5 之 0 处 事件 必 不 
发 生 ， 即 Xa 一 X, = 0 a.s. 由 此 知 欲 证 (э). 只 需 证 s= айй 
形 , 即 证 当 m= 1,2,-.. 时 


PLX = т} = Р{Х, — Xo = т} = е“ (МУЗ ао 
当 m 大 时 ,有 
а= 


hi Уа ,在 其 内 带 件 至 少 发 f 
生 一 次 ,而 在 其 余 区 阿 内 事 忻 不 发 生 


E G+ D), o<;<>>i | 
一 P 


РХ, =m} =P 





‚ар 








н ,& о А-Х Па, ERARE 
次 以 上 ,而 在 其 余 区 间 内 事件 不 发 生 : - 
E А г . А 
| Е €G: г), 0ч} 1] е 
пе acm aee- PCA), 
次 以 上 ,而 在 其 余 区 间 内 事件 不 发 生 | 
此 处 ”| 


(2, GEW) o<;< 2 — фар 


| 有 一 个 区 间 , 在 其 中 事件 至 少 发 生 二 次 以 上 } 
事件 列 CA.) 为 降 列 , 当 we lim A, PP, X.Co) Ж [0, 小 内 有 无 


A 一 
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穷 个 齿 , 这 与 条 件 G) PEMA P mA} = 0, СП) 85 


сжат, (п) 右 方 第 一 个 概率 等 于 
С2")! (е -yy "ae у" | 
т!|(2" 一 т)! 


— 二 (ar 一 о), 
т 


从 而 (11) E% P(X, =") бё”, 这 就 是 (10j。 证 毕 


注 ” 若 把 定理 里 的 条 性 ( 壤 ) 去 掉 ， 则 的 明显 公式 求 不 到 ， 但 
ФО) 仍 是 非 增 函数 。 ЖИЛЕ ЖДД, 上 事件 不 发 生 的 酸 率 
为 !《 即 过 程 在 每 个 * Баз. Н), ШФ МЕЕ. 间 样 推理 可 
Е | Н Ши 

. P[X, — X, = т} 一 eol L E, 

в — 
ЮЖ Ф = орф. > 

Р 416 : 设 Xs +€ R) Җи ЮРЕ вда 过 程 ， 令 
raloj WERKER XoY 的 第 s 站 屿 与 第 半 填 工 个 就 之 站 的 时 
BL EE To Ti’ ”为 独立 同 分 布 的 贿 机 变量 ， ARHAN ŠA 
Hot: ` 

Р{т. > +} = # a= 0, 1,2, 

Ж “出 命题 4.1.3 知 ， юлык. Püisson 过 乱 的 几乎 所 有 入 
ЖОО ВНК, оа h 464 EN аз. ИНЕ, С: 
ЛР КЭА (RERE). РЕНА - 

tola) = inf {7-Х Со) = 1}, 
rw) = inf d > то), Хо) 一 X, , (o) 22 1} 
等 等 ,所 以 mm， BE cayo B, U Ng 
证 ”由 上 定理 知 
ü PG > r= Р(Х, = бу=е н, 
从 而 mm 为 负 指数 分 布 ， 且 其 分 布 密度 为 4e-*。 往 求 m， r 的 联 
合 分 布 ， 令 hci, TER То 
中 3 = 





` Piro > bs totr > KP = PIX, = 0, Ж, = 01} 
= PX n = 0,X,, = 0) 十 P{ Xa = 0, Xa = 1) 
= EM p e ЛЕОН n) 
= e[l + АС — J]; 
ВЕ Tos Ti 的 联合 特征 函数 为 


Кен zr = E e: unti irit, io 


т Казан ӨЗ r j ei 1 填充 РА — y dý at | 
ё бб; | С ‹ 1 =) ots 


trg 


==. |. нө, др, Эшда А 
sire 


. “y 
- za | . ` Pes - әм. 1 
= И ее”, [einred 
r [zd 


Н го, т, ВОВЕ Г Ас оде ау БАЙ тъз o ETEN 
分 布 , 都 是 负 指 数 分 布 。 对 tos ri ++» Ta KHER BAR. 11Р 
` AAAH куз кү, ту, ++ (йж тд. :Poiseen 过 
EAA ror: аа дда 
布 询 负 指数 分 布 . БУО 


= 2 Loa. учо == inf Ein To + tre + Ta > A 





FE (X,, ER} 为 Poisson е х, = 0 з. o 

: Wieger IEN „Poisson Е ИАН ua As 
м. онунан важ таллан 
їп, 
ч» жна лк. | i 
ka (x) 为 一 AALER 和 它们 所 移 成 的 部 分 和 


Sa -Ex Tsa, s 20, 5—0), 


构成 一 个 离散 时 间 参 数 的 独立 措 明 过程 。 下 两 节 我 们 就 讨论 离散 
时 间 参 数 的 独立 增 量 过 程 的 一 些 性 质 ,这 些 性 质 不 只 本 身 很 重要 ， 
而 且 它 们 对 研究 连续 时 间 参 数 的 独立 增 县 过 程 也 是 不 可 缺少 的 ， 

定理 4.2.1 (Колмогоров 不 等 式 ) 设 独立 随机 变量 序列 (Xe) 
SASER OTR, R [Xil ¿G чо) ЖАНЕ + > 0, 
有 | 





ea арыу -isu > e} 


Dx 


<š DR Е I (DD 


证 车 有 一 个 ,使 ех, =, ECX,- — ЕХ, = = +оо, MI (1) 
的 右 方 不 等 式 为 不 中 道 ， 而 左 才 不 等 式 变 为 无 意义 ， 因为 这 时 必 是 
c= 十， 由 此 可 见 , 证 二 定 算 时 不 妨 设 对 所 有 的 下 OP < + 
со, 另 一 方面 , 若 * = +0, W (1) 的 左 方 不 等 式 不 足 道 ， 所 以 
证 本 定理 时 水 妨 还 设 c < +o, ' 
Ф Xk 一 一 Wë Sa = Sa — ЁЗ, жж. 令 
= (max Isl < eh 


aman aS ӘЛЕМ, le eb D. 


于 是 如 一 9， 人 一 У Bo hirta 5 


: P 
КЕИ 


|. SoPa) = fez ль) тпа: + €: 一 -Dn 
- [елж | CSa, 一 Din 


> | SV Is, 22 8Р(В,), 


把 此 不 等 式 对 K = l; serpa 求 和 得 
DE Os + 


APA) < Í. зо ES = Pox. 
P” T. 
由 此 推出 (1) DEBRSA. 
因为- | 
-Silaga + Ель = быз, == Silay + 
X3ISk La 与 和 独立 :县 Lads = 0, ЕН 
| ЕС) + E(Xi1, 1) 


= E(S;LA + Е(5И O (25 
又 由 假设 知 Xil < 2c。 于 是 有 | 
|5415, < |$] + [Xu] < (а +2). (3) 


所 以 当 丰 二 = 时 ,由 G) Ж (3), HEER РОЛ) SPD, 8 
Е(5; 1 + о?Х,Р( A.) .. 
ос 5 < E(S Ia D + EOG J) Е . " 
| “< E(SIT, H бв 2eFPEBJ. - оза 
тан оза В. I 


(Èa РСА.) и 


< ECS; aY ; +, G + леу š P(B.) 


ера) + (в + 20)PCAS) 
= (в + 2 32. І 
由 此 立刻 推出 《1) EARE., р . 
定理 42.2 j 
Р. — S| > a) =< =, k =1,2, зулу с 
此 处 0<a< 1, 则 对 任意 X >O 有 


Р {тах |Si| > = a + x} < 





PE Sel 2 xt. 


证 + E 
4«Се + я) = {max [S| < 9+ х},. 


„106, 





В.Са + х) = Arala + ж) — Аба + xD, 
ВЕ, 4а + z) = 9 (EA S, = 0), О. 


“G+ © yarisi] > е +} = $ Bala + D. 


由 假设 ,对 R< # 有 
PIBske + х) < —<;P[B.(a + х)}Р{ 15 — 8] < а} 


] Sa 十 xy | Sx | < a + ая, 15.1 





Pere 15, — S,| =< al 





=т= а 115] Eate e re, [Skal] < a + £, sal 


sie [5] > ғ}: 


把 上 不 等 式 对 不 一 1,2;-，*,#. 求 和 得 
Р {ах [81 > a+) 


< -位 Bala + х), [Sa] ,| > 中 





«21512. Еф 


. ВЕЗЕ ХА ЖАА КАЈ, ЖХ ЯХ. 的 分 布 相同 。 W HEB 
立 的 对 称 随 机 变量 序列 的 部 分 和 也 是 对 称 随和 变量 . 
34.23 ОХ.) 为 独 空 的 对 称 随机 安 量 序列 ) 则 有 
Р{зир |5] S2} «2Р5, EE h - | 


证 因为 每 个 随机 变量 x, 为 对 称 随机 变量 ， яз й< п, 
一 5. 也 为 对 称 随机 变量 ,从 而 Різ, 一 5 > > 0). <= 二 ， 把 定理 


4.2.2 中 的 a 取 为 0， «8%, ЕП ЖЖ. ЖЕК 
定理 4.2.4 WS TL р ч Xis еу Xn Жш. НҢ. 


a 17 ж» 





[X] < as. 1 一 上 2 
车 对 茶 个 正 数 a。, 有 
1 
PSo| 2 人 Е 
(е ЗНЗ), НЕЕ m, 存在 常数 Le 使 得 
ElSsl” < Lall + a)”. 
ME ЭЖЕ ЕХ, ЭБШ РЕНИШ, ЯГ k <a, H 
16.1 < |5„ — S,| + |5] | 
=< |5, — 5] + [5л] + [Ху], 
УНЕ, ЕЖ х > 0 有 
Plis, | > 2e + 1] 


< уны 5 э һы] < x, 184] 
><, 13 一 
= PPSL <, +, 15] < š, 154] 
k= | ‚ 
IP рр 15. — S,| > zY, 
因为 1Xj| <1 a.s.， 另 一 方面 由 对 称 性 知 
PIS, — S, >> к} < PS C 92,842 0) 
- <s rh. 
% | 
ТШ > =Y KPU] > +}. 
从 而 由 以 上 不 等 式 及 定理 4.2.3 得 
. Р{1$„] > 2z + 1) 
< 2Р{15,] = r} 


x reis < S| < < [St эх} i 
k=1 

= 2P{ [S>] 22 «}Р { зар |5 эх} 

=< 4[Р{ 15] 2 хр], 


~ ЋЕ < 


由 此 弟 推 ,得 | 

Р{ |5.| 22 2=(z + 1) — 1) 
«4Р8. 2® 2" + 0) — 17] 
аР [5,1 Z хрр" 
= [4Р{ [5.1 22 х}. 


жь x xY: 二， ， 
若 选 > 使 得 Pl|S,] 2 = тет ту 利用 上 不 等 式 得 


Eet! Snl < eP Sa] <x} - ` 


+ У) meto- |б, | ро 29а + Dl} ` 
т= 1 ` 


© e* + уз ce са L, G) 

m=1 Н Е 
现在 考虑 一 般 情 形 , Ж (Ximi, +++, в 也 是 独立 随机 变量 ， 
而 且 对 每 个 1 = fa Xi 5 X; 同 分 布 ， B Xats Ars Xito x; 为 
相互 独立 《这 时 基本 概率 空间 著 虚 为 原来 的 样本 空间 自己 的 揪 蒋 


BEED. EX ХАТА > (X; XD, ХГ БРВ BE, ` 





% O 
:- 5х, sss. 


‚#=1 


《由 X; ењ X 的 办 法 ， пг ж МЕЛ. 由 假设 知 
Р{|55] 22 a} = = = pf} 18, 一 `$, |> a} 


< PSs 


= DUASI > Б 
< 2Р{\5„] 2 a 


21. 
1 =< 4 
5? 则 由 以 上 对 称 情形 的 木 等 式 (4) Ы 


若 取 e= ЕЗ 
| а 154 


Ee < L, 


* 1Ü9 > 





但 |] >-- [5] 一 二 181。 于 是 由 上 不 等 式 得 








E YU < L[E Fai, G) 
此 外 
Ee 3 > PS < a) | - 
>: fl 一 2) > е {а 一 2). | (6) 
Wh (5), (6) 得 
оту snl a 8 __ 
| Ее = Le рН. 
由 此 得 
| 15| ` atl Sat m 
(з < ml B Feto < н, 
RE 


Е|$„|” =€ mi H8”%(1 + а)” = L,(1 + 4)”, 证 举 
& 3. 独立 随机 变量 的 级 数 


设 (Xa) 为 一 жилав, 我 们 讨论 使 >x, ШАО 
#. 

жз азл ж EPX < о, 出 жох, 一 ЕХ) ал. a. 
当 EPX, = co H. |X,] <: < so, k= 1, 2," ‘时, УХЕ 
EX.) аз. Ж. 

证 记 si = Ss — ES,, S, аз. KARRE 


Р} ПОП, = sal > e1} 


为 0 或 1 而 定 , 此 处 s 为 任意 正 数 , 由 Колмогоров 不 等 式 ( 定 理 
4.21) 有 


+10» 


_ Хе К 2С < P{U 15р 85, | >s] 


mps 


>: с X, .. $+] 


т+1 
men" 


= 一 E D Xe Е | (1) 


жі 


ОҢ УХ, < co， 由 此 不 等 式 推出 
Pt 08. — Sal > s1} Ë 


<z 人 Us 
< 15 PX, —> 0(m — со), 
另 一 方面 ; 当 DPX, 一 oo 时 ,由 (1) 扒 出 O 
О PU цш, = Sl Se} 1 
由 此 扒 知 AN Us 一 中 > eJ} 一 1. жж 


系 43.2 ж |X,] < e < co, 网 狂 立 岩 机 变量 级 数 Zx; 
a. KARERE ЕХ, K> X, Й. С 

证 充分 性 由 上 定理 推出 ， 往 证 必要 性 。 利用 对 称 化 办 法 
X; = x, — x;, BA 
`: р < TIXI F Х| е, 

EX? = 0, PXS = eX, + ХУ = 2 X., | 

出 假设 知 УХ. a.s. Е.К УХ. 也 as Шй ДАЛП БОХ s.s. 收 
化 ， 由 定理 4.3.1 Hi, eX = +o, WOT аз. 发 散 , 此 与 
稚 设 的 上 述 结果 矛盾 , 故 必 有 2 юХ} < оо, WE >т Жы < со, 
又 用 定理 4.3.1 У(Х, 一 ЕК.) es ка, 但 已 知 >x as. Kt 
a. k 8 DEX. i. ЧЕ 

对 任意 随机 变量 部 ， 我 们 定 广 它 在 ， e> 0 处 的 截 局 随机 变量 


» kL 





X О Х(с)): . 
X° = X laxes 


定理 443.3 (三 级 数 定 理 ) 独立 随机 变量 的 级 数 了 Xs a.s. IK 
1 


АУЗ НДЕ, Ж г 8， 下 列 三 个 级 数 收 敛 。 

(1) ЭР{|Х»„| > е}, i 55 

(н) ХЕХ, - 

(ш) Б ех, 

证 ”充分 性 .因为 УРХ, Ху} = EPIX > с}, БГ), 
由 条 件 G) 知 УЈР{Х, 天 ХЕ) < оо, Н Богс1-Сашс1н 引 理 知 


P| LU Ix, = xü k=, 
事件 门 U XA Xi) 就 是 事件 (X, 2 Xç, ЗУЛ k). 所 以 
m= 1k=r ` 
当 w f (X, == XS, ЖУЛ К} МЇ Е БЕЛЕ ЖЕ ВОВЕ ЗУ N Co), 
使 得 当 4 之 N(w》 hs Xalo) = Xil), M УХ.) 及 
У.Х Go) ANKARE R. 但 由 条 件 (а) B Gü) эп эх: a a.s. Ш 
ЖОЕ RIIA EX, a.s. ШШ. 
BEE BEX аз. 收藏 于 是 当 noo h Xi, 对 


кж “>u, P { lim sup СГА > е1} = 0. ош: Borel i 


知 ,级 数 (1) a Ha (1) КЛЕ A. as. it, 间 上 推理 知 
УХ а.в. ШЖ, НЕА Н 4,3.2 ЖЕ GD S£ GD KA, 证 毕 
CO RASA ЗН s, X. 2: 0 s.s. WERT ВЕ E КОН К 
EX, is. Бата, HRN e > 0, EEX, 及 2 
中 为 收藏 。 ' | 
ш 因为 X, 非 负 , 故 Е 

а?Х = Е(Х — EXSY < ECAY S. EX, 

所 以 охо Й, H = ЕКЕУ АНН AK А. wl. 


т 112 + 





定义 435 BPLE RE F (S, 2 PEOD EERIE y i 
lim sup P{ |$» | =ef =o, (2) 
定理 43.6 iZ s. 为 独立 随机 变量 序列 ceo 的 部 分 和 :- 和 敬 
(5,) АКШ ЖЖ, 当 且 仅 当 存在 一 串 数 Cas) 使 得 级 数 2х, 











一 ап) а.з. Ш, B зир Š а; 
a 1 1 


证 “充分 性 显然 ， 往 证 必要 性 ,为 此 游 岂 对 称 化 随机 变量 
Хэ. 由 假设 ,5% ВВОЗ. ЖЕК < 一 0 ЖЕ ХЕ іо 
жанале х (E) 一 хүл. 由 对 称 性 知 xs ) 


及 一座 (т ) 信和 я:(&)к- -x3 + х; G) 
的 联合 分 布 ,也 等 同 于 一 x OLE: x: — x* G Sewan, 
从 而 有 


-ea 过 -nl 
-> 
SPACE CSES т. 
-AÈ (e 00) >| 
tez (о) aC) 
60000-08) ә Жаң) >] 


= 11} + 


< 2 w>. Е 
4 


又 由 对 称 性 及 这 个 不 等 式 ,得 O. 


ETO 


xl> 
э» (SD KERER RTR “之 0， 使 得 
|| >£) <+, 
对 一 切 *。 所 以 由 定理 42.3 及 以 上 两 个 不 等 式 , 知 | 
P{ жм» 127 0(07 = (5) >} 


2р 

















сое 1 — p| max IX = < | 
` . 16068 2] `> 


— П(: -efix > 2). 
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ЊЕ (3) 得 
i TG - {іх > >t, 
{ 


я im 1T( -efix > Z) 存在 ,这 就 是 说 级 数 


Dr {i >£] <=. 
此 外 ， 
P| x91 > | = |х, 一 х; | > 2} | 
> Р(х > с. lE} 
= РОХИ > еур {IX <=}. 
因为 我 们 假设 (S) 为 依 概 率 有 界 ， 改 《X,) г, FE 
可 以 取 co 使 得 P| [ХИ < -到 > 1, эз, 故 由 上 不等式 


及 z| Ер > a) aka. 从 而 有 


> P(|X; ХК) > e} = Peuri» > с} < оо. 
但 是 (X, хо) > a) = у ха) 0}， 记 以 

> Pí [Xs Xt eo)| > > 0) < со, 
ЕН Borel-Cantelli 51984] Р (вр зир LIX; — Xle) l > 01} = 0, 
这 就 是 当 og lim sup [Ix — Х, | > о] HJ, 存在 取 正 整 数 的 
随机 变量 Мо), 使 得 当 a Z Мо) ifa 


„115$ „» 


ЇХ.Со) — Kuen Ceo) = 0; 
故 经 数 22 (X; 一 Kila) аз. ШК. Е 


由 假设 (SO т, N (Èros n>1) bkm 
率 有 界 , 从 而 对 任意 e> 0 存在 RR, 使 得 | 
sup?{| 31 Xia) 








>R} <s. 


同时 我 们 由 截 生 的 定义 知 P [2e Keo) 





<ı}= 1, 故 由 定理 4.2.4 

知 ,存在 常数 应 使 得 | 

E (Z хә) < K’, HH n. 

但 是 | 
E. (> X; c) = (Z Exes) + EARD 

anisa FEX <=, (Уу EX, «әу < KNH n, 


即 级 数 кх, санат, 到 а= EXie0), йн 


理 431% XIX (o) 一 EXj(6o)] a.s. Eak; dk E(X; 2 a) = 
ECX; 一 Х()) + ECX; Ce) о) 为 as ШИ, 证 毕 o 

ТЕ 437 ” 若 独 立 随 宙 变量 的 级 数 DX. КЖС, WE 
必 是 as ЦОК. Ж 5, {КДНК Qk. RU s, 依 概率 收 襄 . 

证 keka = ВОВ, Jy іа X. 的 分 布 函数 及 特 
ERR Ey 及 hlu) 5 ВЕСОВ s; КУ Е, k F: 
六 来 了 一 了 了， 在 分 布 函数 了 的 连续 点 上 , 且 Еж ж FCE 
соў» P(t). 令 分 布 函数 节 的 特征 函数 记 为 /， 则 有 

AORE O э Ки). 1 - 


llë» 





因 了 为 特征 函数 , 故 存在 。 > 0， 使 得 当 |x] < a BF ll > 2, 


ВТЕ в > 0， 存 在 正 整 数 (в), 使 得 当 m > n > Мв) 
[fana fa) l < е, da) Ea 
& fan £S aa tfe CEE S, 5, НЕБА), 
Fan = Fap X ek Ры, 
于 是 由 上 关系 得 : 当 љон М(е), R. lel <s 时 


| 【1 一 е уар (а) | < в, 








所 以 
б< Ç 一 Яа oa | F, (z) 
= + F. | (1 — e==)2F, „(х)ди 
< 二 Да оа, |а в, 
SENEE x, 存在 常数 < > 0 使 得 
1 — sinr = £ — 
x 1 + x° 
项 由 以 上 丙 个 不 等 式 得 
ах? 
| ав.) < а/е, 
因为 в 为 任意 ,上 式 就 是 说 
- а?(5,, 一 S, 32 — 
Hm Ë 1 + eS, — S, 3° ` 
此 即 S, E Ж. 


再 证 依 概率 收 敏 一 > a.s. Ий. 因为 gs ВЕКЕ, БТУ) 
CS) 必 依 向 率 有 界 。 由 定理 4.3.6 知 , 存在 序列 Ca) 使 得 У(Х, 


— as) аз. 政策。 因为 У) а, зоа УХ, 及 > 
1 


s 17 


(х„— a) 23 D os ей, Т EX. as ШИ, EE 


定义 43.8， 若 存在 常数 序列 Co), 使 得 独立 随机 变量 序列 
(X,) 所 梅 成 的 级 数 OCX, 一 an) 为 as ШЕ, ДКК DX Ж) 
АЛЕН. ЖАКЕ? Cen) ПИ {НГ ЕЖЕ Р, ` 
EH 439 车 独立 随机 变量 的 级 数 УХ. ожа, Ян 
心 化 常数 序列 Caa) 等 于 
ав = Sn — Sni = 0)z = 1, 2, 
HERE 5. 为 下 列 方程 的 解 。 
I E arctg (S, — s) = 0, | 
证 ” 先 验 证 方程 有 唯一 解 . 当 * Ы—оо ФЕЈ, Е arctg 


(5. — ғ) 严格 地 从 > 降 到 一 二 ， MECE EARR EEE 


一 的 sn 使 得 
| E arctg (Š, —з„) = 0, 

让 假设 DX, ЭЖИК, 故 存 在 序列 (4„) 使 得 5, 一 dn 一 
S 2.s， 若 能 证 (d, 一 s) 为 收 项 序列 , 则 本 定理 下 得 证 ， 为 此 挫 需 
证 (2, 一 5.) 有 唯一 极限 点 。 设 对 某 一 子 序列 (ze) 有 da — sr 一 
e, “为 有 穷 或 无 窑 ， 于 是 S, 一 S, = Sw — da + Gar 一 s— 
$ — c аз. 故 由 有 界 收敛 定理 知 | 

Е arctg (S — г) = Ба Е arctg (Sv — sar) = 0, 


由 此 知 e 为 有 穷 且 唯一 。 证 毕 

ЖХ 4310 # (z) 为 自然 数列 (a) 的 任意 调换 。 若 独立 
随机 变量 序列 的 级 数 EDX, E EX 都 ss, 收敛 到 同一 极限 ， 则 
说 级 数 XX, ЫС. 

EMALI 独立 随机 变量 序列 (X. 的 级 数 EX 为 无 条 件 
上 收 合 的 必 村 条件 是 对 任意 。 > 0 下 列 级 数 均 收敛 : | 

G) УҢ ЕХ„(сў|, G) EPX, Ce), Gü) EPIX] > е}, 
反之 , 若 对 一 个 е>о, Бий, W| Ух, 为 无 条 件 
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ше. КИИН э 
证 首先 注 明 , ЖШ EX. — Х„(с)) s.s. KA WEE 
TRKA. ERAH o REFE Е, XTRA 
加 项 里 只 有 有 穷 个 不 为 零 . 若 条 件 成 立 ， 首 先 由 三 级 数 定理 知 
XX, ws. Ш, Ф Xe) = Xale) 一 EX). ЗЯ (о) 的 任意 
调换 (#4), 定义 

k. = inf 41:05 mD, 2,- +›ут)}, 

m= 1,2,» 

FE 
z [> š. хе) 一 Уух: К] 


= > P.le), 


令 m 一 oo, 得 EJE хк) – 50х00 一 0。 由 此 知 


Хе) = EIX Ce) — ЕХ.(с)1 无 条 件 收 敏 ,但 下马 |EXs(c)1 
< оо, 所 以 EXC) ЖАВ. 此 外 还 知 DIX. 一 Х.(с)} 
ss。 收敛 ,从 而 必 无 条 件 收 伍 ， 于 是 XX, BEREN. ЖАН 
得 证 。 

E 避 X。 为 无 条 件 收效 ， 由 三 级 数 定理 知 G) (ш) Baz, 
EEX (OKA TLEN EXC) 无 条 件 收 化, 从 而 对 (z) 的 任意 


调换 (2) 必 有 D Ex, = > EX。， 由 此 知 XIEx,| < со, 
AOBRI. шю 
54. 独立 增 量 过 程 的 样本 性 质 


连续 参数 的 独立 增 量 过 程 ,首先 由 de Fineti 开始 研究 ,后 来 
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主要 是 由 Lévy 加 以 详细 研究 [15]。 Doob [5] É Lotve [17] 
书 上 都 诅 专 门 一 章 介 绍 独立 增 量 过 程 的 结果 .我 们 采用 Скороход 
[2] 书 上 的 办 法 来 讨论 这 一 过 程 ， 在 这 一 节 里 先 讨论 可 分 的 依 概 
率 连 续 的 独立 增 量 过 程 的 样本 性 质 , 证 明 的 思想 来 自 Kinney[13]， 

ЖХ 441 设 地 是 定义 于 区 间 10, #1 HORAM, EX 
[0,51 的 子 集 。 我 们 说 了 在 互 上 有 不 少 于 天 个 上 E 振动 (s > 0), 
EE EREE О < yE + ** < t SS b, EE O Каа) | 
>86, := 1,2,**., m. . : 

(Еу = тах [m:f ЖЕЕ ЕДЕР т 1 s RA) 
xs CE) ШЖ} ТЕЕ АЈ e 振动 的 个 数 

引 理 4.4.2 定义 于 [0,5] 上 的 实 函数 1 在 10,21 上 没有 
第 二 类 闻 断 的 充 要 条 件 是 ， 对 任意 s> 0, EE [0, 21 上 只 有 有 
穷 个 e 振动 。 

证 充分 性 ， 往 证 对 每 个 :EE (0, 2], G) FE. Q Сы) 
ЮЕЕЖ КЕЛ, „1. 由 条 性 知 ; 只 能 找到 有 穹 个 Guh mE 
nois 使 得 ОС) К) 26. 这 就 是 说 从 某 个 т 以 后 ， 
ЦО) КЬ) < 8, п 22 т, j>, BU GC) Ий. ЖЕЙ 
Ki 存在 ， 同 样 可 证 , 当 。 振动 个 数 有 穷 时 ,对 每 个 ee ta, 2), 
IG +) EFE. 

必要 性 . 用 反 证 靶 征 ,车 e 振动 的 个 数 无 穷 。 往 证 单 边 极 限 不 
存在 ， 这 与 假设 矛盾， 考虑 一 种 情形 , 取 任 意 we (a, bl, & с) 
БРА, г.а, ШР е ЙЕ ЭЗЕ 37, ЖАНЕ п, 必 有 ` 


гэр 100) — Ка) >e, 


这 就 是 说 ЈС.) 的 极限 不 存在 ， 证 毕 
518443 设 定义 于 10, $] LEREZ j H [0,5] 中 子 集 
5 为 可 分 ， 对 任意 s> 0, A 
valt, 5] 30,05) + 1, 
证 设 f 在 S$ 上 的 8 振动 个 数 a,(S)= s. 于 是 在 3 中 有 点 
h < n < «0, WE ODi) 22 8, R=1,2, +305, 
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BAH ze S, (< DA HO 一 了 0)1 < 《否则 s 振动 个 数 
KT Т). ЖЕҢ гє S, г> 必 有 Со? 一 Кыз < 8, Ж 
НАЕ 了 在 [0, 51 及 1, 2] 里 没有 бе 振动。 

对 每 个 s€ (2, txn]1 门 5, 不等式 |К) К) < s 及 | 大 人 
-Kam <# 中 至 少 一 个 成 立 , 否则 е 振动 个 数 大 于 s, ТШ 
分 两 种 情形 讨论 。 G) ж OD 一 Gdl < 38, 则 当 sE (л, 
DNS ABA OE OOA Ga) — E, JO МК) tE]. 
EK 26 [а nal BY, f 没有 6e Rz Gi) # |/() 一 
Жы)! > Зе, ЗЛЕ и© (л, зк), 鸽 得 当 < z, s€ (а, 
аһ) П5 BE, HO Ка) < g; TA s 2> u, s€ (лк, taa) Ns 
BF, |/G) 一 Frl <a (ШЖ; E Cirks a) 15 中 必 有 
两 个 点 s < ms， 使 得 (Са) 一 М) < s, eD ille, 
由 此 得 |3) 一 KDl 228, EOD 一 其 AD 22 8, [Fe — 
Go| эв, 这 与 (5) 二 FA) MAR z€ Ga, и) П5 时 ， 
HO E QG) — в, Ка) + s); 当 s€ (и, аһ) 5 БЇ, /GO € (f 
(аы) 一 е, ШО, + в), ШШЕ Гг, ma] 中 于 不 可 能 有 两 个 
以 上 fe 振动 。 从 而 在 整个 [0, 5] 中 了 的 бе 气动 个 数 不 会 直 
过 34 十 1。 证 毕 | 

EH 4.4.4 设 Х = (Х,, +e [0,5])》 为 可 分 的 依 概率 连续 
的 独立 增 量 过 程 , 于 是 几乎 所 有 样本 函数 无 第 二 类 间断 ， 

证 由 引 理 4.4.2 知 , 需 证 对 几乎 一 切 % 及 任意 s > 0, Xo) 
只 有 有 穷 个 e 振动 。 又 中 引 理 4.4.3 知 , 需 证 对 几乎 一 切 w 及 任 壮 
в>0, Х.(ш) 在 分 离 集 8 ERBAS T s 振动 即 可 。 令 


4, = fo:X. Co) 在 s EE 振动 个 数 为 有 穷 . 
于 是 (la = le: X.C) 在 Ss 上 二 振动 个 数 为 有 穷 对 一 急 
k], ят (14 — te:X.Ge) 在 3 上 振动 个 数 为 有 穷 , 对 一 切 
s > 0}。 着 能 证 P 由 4 ) 一 1， 则 定理 得 证 。 因 为 лыс 
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如 ， 故 只 需 证 对 任意 K, РОД) = I. 为 此 往 证 对 几乎 一 切 o, 
K Cea) 在 irse + А105 бектин, ЖАБ k ЯЕ 
ЕЖ. 

因为 六 依 概率 连续 ， 从 而 依 概率 一 致 连续 。 жне Б 20, 
可 以 找到 А, 使 得 当 |2 — 1 А 时 ,有 з 


Р{|х„—х; | 22 TI <+. 
4 3 


对 长 为 上 的 区 间 А, RAN э тй» Т А саст 9 
令 
Pm 一 P{X 在 {4,-… ta) 上 的 8 振动 个 数 >m) 
= P (>, (А, ‚єз stn) > т}, . - 


хе” С. О | 
B, = 0х, — Х| < > э" а 
— Xl <: Xa Х| 26. 
a 
于 是 


Pm < > ra. 
: ` K=1 . 
因为 (а, д БОК, 一 X.) е 2,555. k ЖН, Ж 
РЕВ) = P Í|x,, — Xa <š, ..., 


|х, _ Х| <5, [Xi — Х,| > в} 
x P.G"; n) вт) - 
<р] IX, _ х, | < > xs... |X,,.. — Xal 


< [Xn Xn > в} 


+ + 


X Piuha ta) 22 m —1} 
= PaP {Xe, — Х, | < 5, "775 {Xia — Xal | 
< ІХ. — Xal = e}, 
由 此 得 


Pm < Paa DP fix, 一 Xal 
k=2 


1,2,**ст›л, 所 以 应 用 定理 4.2.2. 得 
E 
PÍ sup lX, 一 Xl 2 2) 


іє 





1—4 

3 
从 而 
Pm =< i Pw_1 =< = 


令 J.CAnS, J, 535 3. J <J a Ü U p= АП. 我 


们 有 dC txs CA SC), 于 是 
Pl, CA YS) 22 т} = P( lm vp) >m} 
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= sa P 0.00) >т} L, 
ps 2 
由 此 知 РЕ», (А YS) = Ho) = lim PLANS) 2 т) 一 0。 证 
њ | . Е .. ` | -- з 
Ж 由 定理 3.42 31, X, 必 在 XR Х 之 闻 ， 此 外 还 有 
X, = X,+ a.s, LEES . 
a= [xa — x >}; 

因为 lim X, = Xa as, Дв» Ор 


Р(х. 一 Xl = tlo, 


2k 
所 以 


РЇ А} <P {lx — Xal >} 


+ РХ — xl > 2). 


由 此 及 依 概率 连续 性 推 知 PL4*:} 一 0。 于 是 
Р(Х, XIE DPL = 0, 
k 
ШАШ (Х,,,є [0, D) 5 (X гє D ЬУ) 互 为 修 
正 。 所 以 在 讨论 依 概率 连续 的 可 分 独立 增 县 过程 时 不妨 假 设 它 
是 аз. HERD. 同样 也 存在 左 连 续 修 正 . 
令 hn 为 过 程 的 员 唉 绝对 高 度 大 于 в 的 个 数 , 邵 
ш. 一 У) Тахо bo = D) laxis. (1) 
жуйе ЖЖ. 则 АХ, == X,+ — X,_ = X; т Kias 随 


机 过 程 且 的 几乎 所 有 样本 函数 为 连续 当 且 权 当 u, 一 0 a.s.， 对 性 
Жв>0, 也 即 是 当 且 权 当 Hy = 0 a.s., 对 一 切 £ > 1, 


定理 4.45 iX = (X,,:€ [0, 5]) 为 可 分 的 依 概率 连续 的 
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独立 增 有 最 过 程 , SK X as 样本 连续 , 当 且 仅 当 对 任意 s > 0 及 
ER s PA 0=, < t< + < ;, = 6, | | 
ЗОР Xs, 一 Xal 2» вр = 0, (2) 


ера. — 10 k=1 


证 “必要 人性. 设 x 的 几乎 所 有 样本 函数 连续 于 [0, Ф], F 
Л.Р ЕЕ Л ОЕР 10, #1, 1а 
A= sp [Xe — Х|, 
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概率 为 1 地 有 А, -> 0 (А 一 0)， 于 是 对 任意 日 盖 0 有 
бит РГА, > e] = 0, (3) 
й 0 
但 当 max [а 一 tial <A BY, sup Xe 一 Xal <А, 所 以 有 
Р{ mp IX, Xal > ЕРДЕ >]. (9) 


可 是 
P í эж» [X;, 一 Kiga! > 6} 


з—1 


一 全， PLX — Xal = 8,-.-, JX, 一 Xal 
k=0 - 

<=, |X — Xal > s) 
由 一 1 k | 

= > [lI Рх, — x, < sy] 
k= i=1 


XPL Хы T Х|] > el 


s-i = 
> S PliXan — X, | >} [IP(]xX, 一 大 | < =) 
к= > i=i А 


>P {a <} SIP IX, — Х| >в}, (5) 
k=? f 
于 是 由 (4) E (5) 得 
| < P {A > 8) 
2 РХ, 一 X,,| > s) < < БТА, =) 


6125 。 


WER G), YARA (2), 
充分 性 ， 在 条 件 (2) 成 立时 ， 往 证 
PT 一 0, K> 1) = 1, 


同上 一 定理 的 推理 一 樟 , 只 需 证 对 任意 正 整数 和 P te = 0}=l, 


这 也 就 是 对 任意 s г> 0, WE Pfr = 0) — 1. 

对 任意 о, Ф0 — 00 О 666 с В 25 [0, 5] ЙЧ 
一 个 分 割 ,而 且 当 n — OQ RJ БЛ |? = қ, | =» 0, w 

0 = > I UX mK а) 9 
了 Н #+1 

PU, ЖЧ ғ, [АХ | = |X,, — X,-| > е, w з 
时 ,如 果 9 < ¿< ФП, A Xy Хо >>, 于 是 对 任 
意 子 序列 п — со, # 


рь < >) >", 2. (6) 


但 是 СЕТЕ > 外 由 定理 的 条 件 ， 对 
任意 ? >o RRISTE m, 使 得 


>> {! Сию) — Хе, t) > 53 < x | (7) 
Жш (6) 5 S 
= п ы C __ 
Em < <не йана 


因 8 为 任意 ， 所 以 对 任意 620, ff En, = 0, 这 就 是 说 н, = 0. 
a.s. 证 IE f | | 

定理 446 it X = (X;, +є 10, 2J) 为 可 分 的 独立 增 量 过 
E, 旦 几乎 所 有 样本 函数 为 连续 。Xo = 0。 于 是 对 任意 т>0, 
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ЕХ" D-REN. 
证 HESA > 0, аро = Доо. “<<< КЁ = b, 
且 lim max | 89 — t | = 0. 记 . 


Xu A XGP) — XGN nce deren, 0) 
Х.б) == > Хы. | Со) 
ш | 


Я k, Iza | 一 |Х(д”у— ХОД) < 1, WA 名 < , < 
А В, Ху = XG. BERS 49 <, < jn 时， 对 任意 
a> 0, | 


P(|x,G XO >в} _ .| 
= Pi X — X(2)! > s, sup [XC — XGA S1} 
+ Pí |X, 一 XC > 8, sup (ху 一 ху > 1} 
«РО ХС) —– XN! > е} 
+P { вир |X — ХС) > 1) 
зор P(|X, — Xel > е} 


‚ ғр А] 
ma P< maz Iis кеу 


+ Уы XCP) — XERO > 1). : | (10) 


HAERA гє [0,51 WRA. KAX HLERA Ж 
HERRA 


Em e Bw sop Px, — Х| > s) = 0, (а) 


而 且 由 定理 4.4.5, A | 
im ЎРО) – ХО >10 0, 2) 
m kei 


于 是 由 (10), (11), (12) 8: 对 任意 e> 06， 有 
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Em sup Р{ |X,G) — X(2)| > в} == 0, (13) 


但 是 | О 
PEKO > a} «РХ >a = e) . 
+ РИХ, — Х| > s), 17 с14) 
文 因 XX 的 几乎 所 有 样本 为 连续 , 故 有 界 , 记 以 
lim sup P[|X,| >а — в} = 0, (15) 
m (13), (14), С15) 得 
г Bm sup P {хб > a) = 0, (16) 


{ЕЕН (8), (9) 知 X,G) 是 绝对 信 小 于 1 工 的 独立 随机 变量 之 和 ， 
故 由 定理 4.2.4 91, r EERE, HEE m > 40， 存 在 常数 Сы 
使 得 - = 
| EXKI” < Cx， 对 一 PEA 
5— J ERA X,G) > X, (13), ikh Fatou aam 
EX < C,, 

W MJ, E 

® ШЕМЕ X. = 0, 则 本 定理 的 结论 应 换 为 到 lX, 一 X|” 
м-н”. 


$ 5. 可 分 的 依 和 概率 连续 的 独立 增 量 过 
程 所 产生 的 随机 测度 к\г,4) 


. 在 本 节 设 Х = (X,, t€ [0, 68]》 为 可 分 的 依 概 率 连 续 的 独立 
增 童 过程 、 于 是 必 存 在 一 个 几乎 所 有 样本 为 右 连 续 的 依 究 率 连续 
且 可 分 的 独立 增 量 过 程 与 之 等 价 。 所 以 不 妨 认 为 所 考 韦 的 基本 访 
是 аз. GERN, DEM 4.4.4 Ж, 天 无 第 二 类 间断 , 且 其 间断 为 
E. ЕЖ e > 0, 当 ww 不 属于 基 一 零 概 集 N 时 ,每 个 样本 东 数 为 
右 连 续 ; 所 以 X. (o) 的 р. Со) 252893, 此 处 лб) EH 84 rB a) 
х,а T PE KRK aE АЕК #* 的 个 数 。 | 
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W 4e BR BRAE |51 <е >, ТАҢ» € N Я 
Ue [0, 2]: AX,(w)€ 4) ЮН. іП Х.(о) Е: 2 BU, ЖЕ 
KERA АВЛУ | 


pCt, AXC) = > Такава (1) 
sas 


Be Mi ulh, {fel > в}) = E. ылан, Сиб, 4), rE [0, 
bD EBEDE EBE ERGEN ВНЕ ВОВЕ A. 4 的 
计数 过 程 - $ U= {|x| >}, #,= UN (R), 我 们 有 

EE 451 当 (є 2.) ЕНТ, (aG, А), гє [0, РЈ) 20 
依 概 率 连 续 的 独立 增 基 过 程 。 当 EBI, G, (o) 是 = 域 ag, 
上 的 测度 . | | 

证 ”定理 的 第 二 结论 由 定义 式 (1) 得 知 。 我 们 称 Ае, -)25 
随机 测度 [一 般 地 讲 可 油 空 间 (Q x R, эб (Ву) 上 的 二 元 
函数 a, A), оє0, AE BCR) 称 为 随机 测度 ， 若 当 o 固定 
HER gR) 上 的 测度 ; 当 СЄ gR 固定 时 它 是 .多 - 可 测 
的 ]. 往 证 第 二 结论 . 令 < 一 :为 [0, 5] 中 任意 两 个 数 , ia 

Fia = c(X, — X,, + < = =< 0), (2) 

FEH <s <, B, АХ, 一 Xs 一 Xs 一 lim (Xs 一 Xs) 为 


ЭУ, TAMI Lax, a Fio Ч. {Вх хаома 
程 , 故 当 л < 让 时 ， F iis Fit o 为 独 
立 的 子 c 域 ,所 аг, 4) — нб, 4), ACh, 4) — (n, KOPELI 
也 为 独立 。 这 就 证 明了 eCa A) 为 独立 增 量 过 程 . 由 定义 知 
uC, 4) ABER. 故 有 事件 {xi 一。 A) = иб, A) = {Xe 
= Х,}, {НЕШ + ХЕК ЖЕЕ. 所 以 PIX, . Х,} = 0 (# 
看 定理 4.4.4 的 注 )， 从 而 知 对 每 个 1，zf(， А) #E: Жа. РЕ, 
证 举 
令 


Ka 2 > АХ+ Ax e я (3) 
r= 
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和 .上 边 一 样 , 可 以 证 有 明 (X40), гє [90, 5]) 为 依 概 率 连 楷 的 独立 
ња. | | 
定理 4.5.2 对 任意 AE B FE Ен, 4) = UU, 4), 
HO: .:) 是 g. РЗШ. 
证 因为 对 任意 AE Æ. 0 =< al, A) нб, 0,)， 所 以 
只 需 证 EG, U) 存在 . 对 [0,1] K n 取 分 割 :0= 站? < <. 
< = ;, H lim max | — | = 0, 定义 


00, о) = > І ахова s 22. | (4) 
BAH д <р Br, "G, ру) о, А), ЭҢ р <скЙЧ, 有 
lim inf s) (z, Р) = з, ze)y (5) 


lim sup (е, р) < aC, yn) 


Jok SER р> 0; иб, v) 为 as. 155. ik vO, п) 对 
一 致 依 概 率 有 界 , 即 
lim sup PLLC, р) 2с) == 0, 

由 (4) 知 wz， р) 为 绝对 值 沾 于 1 的 独立 随机 变量 和 , 改 由 定 再 
4.2.4 知 , 对 任意 т, 存在 常数 L (P), EA E pU, р)|” < Lm, 
由 Fatou 引 更 知 E |limsup 2907, p)|” < Lele). 从 而 到 由 (5》 
MAER B> p, EpC, s) < L,CO), 我 们 证 明了 对 任意 
46 Be БЁЙЛЕҖ ki A) АЖЕМ. | 

设 (4,) 为 89. 可 测 集 , 两 两 不 交 ; 因 为 G, ， E CETS 
ЖЖ 


n Cg > а) = > “©, 4), 
由 此 取 期 望 ,得 
п (z, Уе) = Eu 人 > л) 


s 130 + 


= E Ўн, AO = E im DY кб, 4) 
= im E Уи, 4) = im У) nG, AO 


= > 1(;, 45). 
上 过 的 极限 与 求 期 望 可 以 调换 ， 这 是 因为 
0 < Fn, Ax) =< = (h У а), | 


| En(s, > da) < оо, WE 


定理 45.3 设 46 gm... H (3) 所 定义 的 过 程 (Xal), z€ 
[0, 21) 与 过 程 《X — X), t€ [0, 5 独立 . 

证 先 考虑 特殊 的 AE sm.,H(5,84)= 0, БФ Әл = АГ 
R — À 是 集 4 的 边界 。 在 此 特殊 情况 下 证 明 X4 及 X 一 X , 是 独 
立 的 过 程 。 为 此 需 证 : 对 任意 7 ЖЕЕ ass вру ts сс,» 
ш 及 10, 5] HER! DEH, 4 b, 5, hs FARE 


г 
ED sx apu D некукор 
Ee 1% 


Ё Frap -© F > w; (x, Ха) 
== Eg 1 1 i . (6) 
取 [0, 5] ВУ 000 < <... < Q) = b, H 
lim max ($ — eE = 0. 
令 
Xe) = 5 [XUP 一 XGN l raher зе арэ 


р hg t 


.131 = 


ҮЧ (уу = >` iX) — XGN 


dya 


ха 一 I ruhun). _. 
ш Ж п>, 4) = 0 51, 概率 为 1 ХВА ЕТЕ 4 的 
yum Е. TEH я со, Xp) а), ҮП г) F X, — X40) 


(HAPË X2E c КОНК, 则 当 До С LR ОШ, 
XUD ХО) К), | 


HAGE (6) ЯЕ, 5 n —oo 时 有 


1 І 
А А J 
iD ар D p 
Ee 1 1 


了 1 
А (mee. ү КОСТА 
š > кх ер f > чүү ч? 
— Ке 1 Ee 1 — 


0, (7) 
记 | 
EP = [XG — ХОЙ Py хоре» 

x = ХС) 一 XDI T I охо елд | 

欲 证 (7), 只 需 证 对 任意 。 > 0, 有 

кеен D Өчү” 

Hm зир {Ee 1 1 
‚= аб сс 


人 
— Ее 1 Ee ! t = 0, (8) 
因为 ЕЁ? = 0, Ж 


А el, kD = 5 2. [z Gat + u] 


= + DL GAPE + бр) 
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PEE STIEN (682.09) 
下 线 十 上 көзү 一 1， 


由 此 有 
Ee гау" + ч чү") — Ее Pu р 人 
= (F PP O y (E КТ р), (9) 
在 下 面 推导 中 要 利用 下 列 不 等 式 : 
Ш: - Ia < 51а hl А 
а < 1, 1211, 


因为 (807,100) 5 СЕЙ?) Ai D O) 0 (8) 的 左 方 小 
于 等 于 
Ee raghae + ч, 


К=з 





lim su 
w 1092, е 





__ TI Ee аб" Ee г лр» 
k=1 


< ка sup У |Ee а т, 
a° ы, ар k= 


_ Е"? Ee =ч | 
Б _ 1} 


= lim su 
naw е, Ша k=1 


x |g enak _ il. (10) 
На ТАКИЕ (8), 需 证 (10) 的 右 方 等 于 0， 为 此 需 证 
“р 一 ， . . 
in ый, |8: — 1| ° О Сї) 
lm єй Ў вее — 1| < со, (12) 


вже ам рш k= 
ЛЕ (11). RITE, 当 Val s< ШЇ 


+7133 = 


\ ЕЁ —1| = се 一 1)4F уб) 





= firo + fra 7 1) dF yp G| 





LPa) > 4} + 1 [= — 114Е һб) 


«оине > ә} + f Паго 


< 2Р{|х(д"у— ХОК) | > 81 + ёс, 
жей. нх, 所 以 由 此 式 立刻 нс, 再 证 
(12). 因为 
“А? 一 al = < Hogh- хоб? е4, 
i . 
s гс” _ 1 <5 кыр _ Ц 


k=] kal 


< 25] El ае) хш ує 4) 


= 2Е DOl кшщрэ-хбде a, 
由 定理 4.5.2 的 证 明 , 知 此 式 右 方 对 л -RAR UOD 得 证 ， 故 
当 п(ё, дл) 一 0 ЕЯ. 
和 Ає m ERBERK Ф 
g = 14d:4 使 定理 成 立 】。 
类 .or дуги Fx, 


D 4.6.5, А0), л) аге (г\л. € = ). 这 


是 下 述 简 单 事实 的 推论 ， 若 XO, ү.) 为 独立 过 程 ， 且 当 x 
со], X. X, Y, = Ys 则 x, Y 也 独立 。 
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š) 开 集 属于 .or . 因为 每 个 开 集 可 以 表 成 可 数 个 开 区 间 之 和 
XI, TE nG, 81,) 一 0 对 每 个 4《 因 为 绝对 高 度 大 于 。 的 


吕 的 个 数 为 有 穷 , 对 几乎 一 切 XLo.. 

ШЕ 0). н) NL. 包含 эё, И). ЕВ 

定理 45.4 记 XO) 会 一 (0)， 设 4 As `", £ 
为 Б, TWE, 且 两 两 无 公共 点 ， 于 是 X,G as л), с, 
н(е, Ак) ара, А, 

证 ”由 定理 45341 X, Q) 与 XG) 为 独立 的 随机 过 程 ， 当 
дє ж. 1, E X, GD 的 跳 值 洲 人 4 的 计数 过 程 等 于 过 程 基 的 
БЕП ДХ. 4 的 计数 过 程 eC, 4)。 由 此 可 知 , 当 46 m Т, н(е, 
4) 是 o(X,.GD), ғ D) 可 测 的 ,从 而 过 程 иб, А) БЕ Хо) 
为 独立 。 交 就 证 明了 进程 LO 与 {Kr A), ps dy 
00, AD} 独立 ， 剩 下 的 要 证 ， 对 任意 -7 иб, A) 与 {pCi, AD, 
j= 1,5560, ji} SRA. ER 4.5.3 RX 与 X, — Куй) 
独立 ， 对 jAi, X, — AXO BRERA z, 的 计数 过 程 等 于 总 
BRERA 4, 的 计数 过 程 иб, 4;)，、 同 上 推理 可 知 иб, A;). 与 
X C 独立 , 从 而 иб, 4) 5 ХОЛ) ШИШКА. A, 的 计数 过 程 
ult, 4) 独立 。 这 就 证 明了 uz, A) 5 iel, 4), і > ғ і 一 
l... 4 独立， 证 毕 

由 此 立刻 推 出 БЕ 

系 4.55 随机 测度 pC1,-》 在 不 交集 上 的 值 为 各 互 独 立 ， 


$ 6. 依 随机 测度 н(е, +) 的 随机 
积分 及 ee, A) 的 分 布 


为 了 抬 可 分 的 依 概率 连续 独立 增 有 最 过 程 进行 分 解 ， 我 们 需要 
定义 Borel AMAR Ф {КЕНИНЕ aC: -) 的 随机 积分 : 


| Pali, de), а) 
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此 处 AE ж. 这 个 积分 的 定 吧 方 读 和 通常 Lebesgue 积分 差 不 
多 ,只 是 在 取 极 限时 要 考虑 到 概率 意义 ， 企 取 一 目 数 С, К = 0, 
+1,- 5 В lim CP = — 90, Em С +оо, 0< сїз -- С? 


< л, ДЕА 为 任意 正 数 . 令 
AYP = (z: CP) 4 


1А) = >, С?т, д?) 


+ x CR, 49). | (2 


Ж эң» ро, ICA) ВОКТ Я, 我 们 称 其 极限 为 随机 积 
分 , 并 记 之 为 (1). 
ЖЕР ПЕД а.з. FE. EME н(е, aP), k 一 0， 

- 里 只 能 有 有 穷 个 不 为 零 (因为 在 [0, :] 内 绝对 高 度 大 于 
È Ез) ани (2) сй, ЗАТЕЯ) (сї?) 
中 加 上 一 些 新 的 项 后 构成 一 个 新 序列 (200), ВОКА BF ЯБ 
(2), 记 之 为 IKA)， 则 易 知 
| ПС) — DA) << nG, 4), 
着 有 两 个 序列 (сўз) E (СИР), ЕЖЕ, 

|L, CA) — I, (LI = (А, + уи, 4), 
于 是 当 名 ,如 一 0 时 
не NA — ICA = 0, 


RRETHE o, lim DCA) FE, 
下 面 给 出 随机 积分 的 一 些 性 质 . 
1) 对 =, 里 尾音 下 个 不 交集 Ai Аз,» Ars EF 


: k 
|, родно а) = > 人 wwe dz), 


1 


MEEA RMA. 
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2) É чл, чн Ж) Borel Ж, 4Є Ber а,8 为 实数 ， 贴 
| Соба) + BaH 42) 


of mae da) + 8| нб, dr); 


k . 
3) ВЕР AWARI g(x) 一 > Tu GO, (т) ЖОЙ, 
1 
Z; £ т., UA = 4, 出 | 
Р . 
|, ф(х) (2, їх) = > piekt, Aie 
1 


4) Ж pO! < C Ш.Ш 
ІЙ ф(х) нб: х) | =< Сиб!» А). 





Ж pS, il 
{, pel, ах) < | ф(х) нг, dz), 
5) ЯТ Bord 函数 列 фаба) — (к), WH = 一 co 时 
| mep ак) | pA, аю). 
只 是 性 质 5) 需要 证 明 。 下 面 我 们 证 骨 性 质 5)， 如 前 取 一 串 
Ж (CÀ), & gle) = sup |q9o(x)|， 于 是 对 Ф 所 构造 的 14C4) 
满足 (注意 性 质 4)) 
LE) — | buli, a) 








~ [E сено, врә — >|, pC, д) 
k 


L ALi, 4), . 
此 处 BP = (x: Cl S< ФО) < СЇ}. ВИЖ 
m = max (CÍ nG, Bf > 0), 
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WHER BCA 有 | | 
f oul, da) < У) Себа, BP) + лаба, A) 
* ` - 


< тиб, В) + Aut, 4). 
Ф В, = (z: зар |p (2) — Ф001 > 5}, Ж 220, 于 是 


А B,D Batis N B, = D, 
所 以 当 nokt, pC, В.) -> 0。 RATA 
|}, W — goes a| 
= ||. + fr CO – 0) 人 





< Í, ple) — pala) 1002, d2) + Spl, AY 
< a ФО нба, dz) + Enlt, A) 


= imeli, Bn) + plU, A)] + ult, A) 

= (8 + 2kali, A) + 2тн(:, Ba), | 
但 是 8, k 为 任意 。 且 当 * 一 oo 时 。 p(1, B,)— 0. 由 上 不 等 式 
推出 性 质 5). | 


. 65 Ж j (ple) 1002, dx) < co, W) 
E | oC dx) = | ФПС, de)a 


因为 对 任意 AE Bs Eelt, Ау= IC, А), 
定理 4.6.1 若 лє 2m., ЇЙ | 


XAD | «иб, ё), з) 
证 Жж 4 ЖН ЖЕНУ. Б; 4 = > 4 4, 6 Aas 
EZETA] 


11389 


{, xat, dz) = > fn, dr). Е 





令 4 = тах 4А), 此 处 4CA4) 08 A 004, 在 А, HER. 





一 个 点 zs， 于 是 有 
{XD — rG, А)! 
一 >; САХ, 一 | 


iali, Ards 
从 而 有 





|| хаб, dæ) – ха) 


= > J| Ga) — xa (| 


< > IN xilt, dx) — хун, av | 
+ |X О 一 ыб, ADI} 

«ла Ў) кб, AD = Aule, 4), 
k=i 


HARE REATE п 足够 大 使 4 为 任意 小 ， 所 以 由 上 不 等 式 扒 
出 , 当 4 为 有 界 集 时 定理 成 立 . 

对 一 般 的 Ле „Б.Д НУТ Borel Ж Aas 使 得 u А„еА, 
于 是 由 上 面 知 О 
l Xa G) 一 Í xui, ёх). 
令 п со, R] Xa G) — Хб), aso JIER SA, ERGY 
依 概 率 趋 于 | тиб, 26). 故 对 一 般 的 4 定理 也 成 立 ， 证 毕 
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下 面 我 们 求 过 程 aG, 4A) X (O, гє [6, 5] 的 概率 分 布 ， 
ЖР 462 Ж AEB x < n, ИШ иб» 4) 一 рб, A) RI 
分 布 汐 一 般 Poison 分 布 : | 
Piela, A) — HC 4) = А 
= оние UA EC， 4) z ICs, DIE 
t . 
| k= 0,1, 2 (4) 
从 而 (иб A), t€ [0, 5]》 为 一 般 Poisson 过 程 ， 其 增 量 的 分 布 
参数 为 M, 4) 一 Қа, A), | 
证 ”对 任意 <, BEERE m, 有 
РА, A)— иб, 4) > my 
=< [P {pls A) — вО, 4) > 011”, G) 
为 此 :对 15, г) БАЛОВ =? = fm < ... < до =, 于 
REH ИЖ ЮАНУ, 
Р{н(2, A) — иб, A) > m) 





= im Ý) Pleh, 4) — иб, A) = 0, 
чта 23 . 
BUI, A) — вО, Ау = 1, nG, A) — нй, A) 
> m — 1 =< Pfa, 4) — uls, A) > m — 1) 


x lim > Бие, A) — pss 4) = 0, 


н, A) 一 EC 4) 一 1} 
= Piel, d) —_ els, 4) > m — 1) 
хР{нСг, 2) — als, A) > 01, 
由 此 立刻 得 (5). . ü 
对 [as 如 ПАНЫ + — о < r° 一 如 于 是 


УА, 4) — кб”, 4) > 0) 


= 140 +: 


т—1 
< >, ЕАС, A) — eC, л)} 
i=1 


= Ep A) — нб, < (6) 
此 外 , 因 过 程 aC, A) 依 概率 连续 ， 故 在 Dn, 4] 中 一 致 地 依 概 


жЕ е6, Ир 
lim max PÍ (ri, A) — ul, 4) > 1) = 0, (7) 


Ж] (5), (6), (7), 有 
SE PUCER, A) = aC, ду > о} 
# 一] 
— Ри, 4) 一 pr 4) = р 


н 1 ` 
= > Pilt 4) 一 ro， 4) > 1) 
#=1 


a-l 
< >, [Р{щ(тїй, 4) — и(гї?, 4) > 0р 
i=j ñ ` 


«захр, Ж) — аб, D>0) 7 
但 一 了 7 | 
x Opler A) — pt, 4) ор. 0 
É=1 . 
(z — ооу, 
出 此 知 
Piela, 4) — пб, 4) 一 г} 
n-i 
= lim У Pfu, A) — ali, 4) = 0, 
nez FE 
PECTED, 4) 一 PCP, Л) = 1, 
(а А) — (zi, ду = 1— 1) 


9-1 
= lim 2_ Piela, A) — alef, A) = 1 — 1} 


XPa, 4) — иб, 4) = 0) 
| «141 


хране. A) 一 Ar А) =1} 


= u Ул р(иба, A) — (єй, = 11} 
i=1. Е . 


m 


РИС, A) = pln, =O О 
APARER 4) — MCP, A) > 0) 


一 Hm > Р{ (2, 4) _ нт, 4) = d = а} ‚2. 


x [Pier 4) 一 нба, 4) > 0} 
—Р{и(тї®, A) — иба, 4) > 01, 
又 由 依据 率 连 续 注 知 Plelan A) 一 ит, A) 一 1 一 1} Ет 的 连 
续 函 数 , 从 而 下 上 关系 立刻 得 到 
PTAKas 4) — рб, А) = h ` 


= F Piala 4) — alr, 4) = D 


ха.Р{ (т, A) — кб, A) > 0). (8) 

下 面 先 证 对 任意 и < 5, Plpl#, 4) = 0} 20, B Piele, 

A) = 0} ч АЕК. 只 需 证 前 者 , 用 反 证 法 , 设 此 概率 为 

0, 于 是 对 任意 [0, a] Kym] 0 = x< + < 66 < н, # 
0 = P{ (и, A) = 0} | 


— риб, A) — aG A) = 0}, 
k=1 ` 


由 此 知 , 必 存 在 生意 很 接近 的 上 < ”， 使 得 

PR， Ау— дг, А) = 0} = 0, | 
这 就 是 说 

Р{н С”, 4) — ali, Ау >1}=1. 
这 与 н(., 4) 为 依 概 率 连 续 了 矛盾 。 故 Р(н(и, 4) = 0) > 0, F 
是 可 令 

Р{н(и, й) = оў = zt, 

其 中 fw) Ж # TERR АМЕ ¿< nn， 我 们 有 
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Piel, А) = 0} р 
= Paa, 4) = 0)Р{ (0, A) — иба, A) = 0}, 
于 是 
Pleln, 4) — нба, A) = 0р e, (9) 
ш (9) 5 (8) 得 | 
Р{л(2, А) 一 “Ха, 4) = 1) 
= | "Раб, 4) — elr, 4) = 0) 
Xd Pflalr, 4) — иб, А) > 0} 


т | : 
= Í ear (ү — гю 
Fi 


= ARG) — IGO. 
再 进一步 利用 (8) 得， o, 
Pipa 4) — иба, A) = i) 
= (ір) (GD - ay . (10) 
! 


ЩЙ, Crs 4) 一 нба, A) 为 一 般 Poisson 分 布 ， 且 其 参数 
Eel, А) = ie. 另 一 方面 ,已 知 Eul, А) = HG:, А), 把 
这 代入 (C10) 就 证 明了 (4)。 ш 

$ 此 定理 可 由 定理 4.1.5 及 其 附注 直接 推出 . 

-定理 46.3 对 尾音 Ac Z, K s€ R, 有 


p jamaa о p t an Ганта, сиу 
证 ”如 定理 4.6.1 КИЕН, ПЕЕВ А 为 有 界 的 情形 即 
可 .把 4 分 割 为 两 两 不 交 欧 se, 中 的 集 (л: 4 一 > 4 В 
| 4, = max 2041) — 0 (о ~» oo), 
在 A, 中 任 选 一 个 点 ro 由 定理 4.6.1 的 证 明 可 知 
Хш) = lm > хит» Ak) a.s, 
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由 此 及 控制 收敛 定理 知 


s 
nN 41 . і нїш) 
Ee 4 = lim Ee > * 4 


р] 


А НЕТО. 79. 
== lim П Ee * & 
я-а 1 


н . 
= lim П рк Юпи, л) 
1 


He 


t= grea 


lim = Cit SSENT 4, 
1 
此 外 蔓 证 
Еш > бен — DIC, A.) 
ажа T 


= {, 《ez — 1D)H(z, dx), 
ШИ ЖШ ЖЕШ. IE 


57. 独立 增 量 过 程 的 分 解 





在 这 一 池 竺 我 们 首先 研究 可 分 的 且 几 平 所 有 样本 函数 为 连续 
的 独立 增 量 过 程 ， 然 后 再 对 一 般 的 可 分 的 且 依 概率 连续 的 独立 增 
车 过 程 进 行 讨论 ， 这 一 节 的 结果 主要 是 由 Ltvy 给 出 . 

定理 47.1 ik X = (X,, :€ [0, 8]》 为 可 分 的 独立 增 量 过 
E ELERS FARRER U X, 一 X, BEERDA. 
”证 由 定理 4.4.6 知 , RHEE m > 0, sup E |X, — Х|” < c, 


《常数 )， 往 证 EX, 为 上 的 连续 函数 ， 令 
1, !z| =< N, 
gG) =4N 4 1— (1, N =< | €N + 1, 
0, [z| Z N + 1, 
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对 任意 * 及 n 我 们 有 .| 
Е |X, — Xal = Е | (Xn 一 - 大 BR 一 Kò т _ — Х,)| 
+ Е|(Х, 一 Xen X — Хь) — (X, — X| 
+ ETICX; — Хь)енбХ, — Ха) 
一 (Xan 一 X,)gs(X;,, — Ху) |. 
Ш үз» зо Ў, ВСЕ А E ka y АВ XJ 0, 此 外 
E|(X, — Xl — #м(Х, — Xo) 
< El X, = Х| Тах, хых 
< [F|X, — X,|°P[ |x, — Kol >N) 
< зир E|X, — X,|P/N < a,/N. 
由 以 上 两 不 等 式 得 
- . lim sup E|X, — X, | < 2AN, 
但 NN 为 任意 ， 由 此 推 知 lim зар Е|Х,—Х„ | = 0， 即 当 ¿— 4, 
ЕХ, > ЕХ, 
& X' 9 = X, — X, — E(X; — X), Х' ИЛЕТИН ЕЖЕ 
数 仍 为 连续 ,从 而 Х'Сг) BJ m Br BIERRA R 即 
sup EX" < Сы (常数 ), 


MTOR XO 的 增 量 为 正 态 分 布 ， 取 n< n, 在 [ns n] 引 
AWEDA л = $ < n < o < n — x. a 
AX; = ХО) — ХО), 


必 有 
O E(B CAxz <Er + @) 
Gi) im E sup (АХ? = 0, 2 (2) 
(11) Hm Ў) Е|АХЙ = 0. и Е (3) 


我 们 逐次 证 明 G), Gi), бш), ЖЛЕ а). 由 于 (Аха) 为 独 
у.В EAX 一 0， 故 
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врх) е (DA) 


=E [Z a xi +45 AXP AX; 
Ёё} 
+3 21 АХ2АХ? +6 
. КЕТА ` 
х У) АХ?АҖ АХ} 
[теч `. 
=E [=a x; + 3 >` Ax?Ax?} | 
. бф. `. ` 


= EC(D АХИУ, 


证 G) BAX 的 几乎 所 有 样本 为 连续 , 帮 由 定理 14.5 知 ， 


对 任意 s > 0, 有 А 
Em У) РАХИ >s) = 0. 


` ' “мї 2 
Sp AXD? ы) 


+ ax ai {up тае) 29 
1 А | 
ЗКЕН Schwaz 不 等 式 及 G) 有 


了 了 kia P 
E sup (АХ 6 HE 之 АХ, ах} 
* 


= 8? + J: (> AX) P (sup [AX] 2 в} 


<= + | Euro) -XUD SI PU AX] > e) , 
i 


由 此 及 C4) 推出 (2). 
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(4) 


证 (0) 因为 


> Е|АХҮ|+ = ES ТАХ; р 
#=1 1 


= Е {up ахь >° axi} 
* 1 





< J E sup AXPE (> Ax) ， 
由 G) Ж Gi) H (3), 
现在 计算 增 量 的 特征 陋 数 ， 


M И { * ` + 
] 7 H РҮ 
с, x > ш= Ee 3 ве хь 


Е 


= lim П Еск, 





因为 对 任意 实数 ©, | е?” — 1 — {= + = | == [el , Hr 


N , 
вах 





2 3 
[ке т вахо < Is ejar, 


ХВ lal < 1, |54| = 1 Ж 


Па — | < 5) 1 — sl, 





н | 
fil pek THO. ._ © вахо) 
«10 У1к]лхүр, 
k=1 
让 此 及 (3), 知 
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рых”! -х' я 2 , ` 
ке C Зд 一 lim П (1 — Z Fax), (5) 


яе кшт 
HA 
| — 1 + Z Fax;| = O[E AX, 
HERLEEF 


* ы F 
П (1 — Z paxe) — Pe | 
k=1 2 





= 0 (> [EAX?T) 


т 
= 0 (sup ЕАХ У) EAXP ). 
* 1 


考虑 到 (2):， Ho sap EAX 一 0， 由 上 式 及 (5) 得 


A 
ми у. ra 
E WA -Х› 7+ на 2) БАХ, 


иду" — F 
= 27280, ху. 


这 就 证 明了 X4 一 X, JEROM. EP 

若 令 тб) 一 ЕХ,, om = Е(Х, 一 EX Y, 则 由 定理 4.7.1 
a 254 X BU JLE БН КЁ ЖЕРЙ ЖК ЖЕБЕ „НҢ ЖЕЛ КЕЛЕЕК ИГЕ 
为 


z 
Rea ы TD R (6) 


定理 4.71 中 已 经 证 明 тт) 是 z 的 连续 函数 .由 证 明 Gi) 的 过 程 
中 也 知 otn 是 г ERAR. TEER МАБ АУУ. 

定理 4.7.2 设 Х—(Х,„гє[0,5]) 为 可 分 的 独立 增 量 过 
ЖЕ ,其 增 量 分 布 的 特征 函数 由 《67 给 出 。 于 是 天 的 几乎 所 有 样本 
ARO ERGERE mO Моб) AERAR. 

证 ”必要 性 已 证 ， 为 了 证 明 充 分 些 ， 我 们 需要 证 明定 理 4.4.5 
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的 条 件 (2) 上 成立; 不 妨 设 m(e) = EX, == 0, 由 正春 性 知 
| F|x, — Х,|*— 30000) — оуу, 
ГО, Б 的 加 密 分 着 0 О 0 С Б, 


lm А, = lim max |z? =: | = 0, 
于 是 有 
Ўр рихо). хо >в} ` 
у=} 
<% > EIXGPD) — XORO 
z= 之 р (045%) — PGY 
| < up Гат?) 一 «ло | 


х5) Са) 一 Pa 


= ŠE) — PCO) sp 1PC) — PA, 


因为 亚 (9 为 连续 ， 故此 不 等 式 右 方 趋 于 0 0, H m — оо, тён 
EAEAN 


lim > P(| XG) 一 KG >в}=@, 


这 就 是 定理 4.4.5 的 条 件 (2), АЛТ 省 该 定理 部 天 的 几乎 所 有 桩 本 
函数 为 连续 . р 。 

Ж 可 分 的 独立 正 态 增 量 过 程 的 几乎 所 有 样本 函数 为 连续 的 
аат боке, Шз: рн ЕЗ, ЕЕН ВСЕ 
连续 等 价 于 nO 及 (a) ЖЖЖ. DERREN Хо ВВЕ 
连续 , 则 mt) о) AER. 为 此 ,对 任意 上 < 一 及 上 >0， 有 


EEEE 


| a= 








* du 


| ' | my mn 
Р{ Ix, _ х, > є} = + Ии + Мтне л e- i І 
А?» s. sm = 
ELis PU) 一 PCG), аз 0, 及 而 - 7 
Р{|Х,— X,| с> eja, . 
这 与 假设 矛盾 , 故居 有 fim [ce 一 oA = 0, 这 就 证 明了 
000) 为 连续 ; 同样 若 im їз) 一 加 (Dj] = = 0, ДГ йв, 


使 得 上 式 右 方 不 趋 于 0, 也 很 矛盾 ， 故 mO 也 为 连续 ; 

为 了 对 一 般 的 依 邦 率 连 续 可 分 的 独立 增 基 过 程 进 行 分 解 ， 先 
证 明 一 系列 的 引 理 . | 

引 理 4.7.3 对 任意 s> 0, $ | 

Ху = X, Xo ` 

此 处 v = {x: |x| > в}. 于 是 Хб) 的 各 阶 矩 都 月 穷 ， 

证 先 设 对 某 个 s> 9, UCh, {11 = sj) = 6《 由 于 绝对 高 
EKT в(<в) ВОВК АУЫР). В ГО, г] 的 加 密 分 割 
0 = до 00 а 6 г =, 
则 当 п оо 时 ,有 . 
> (хеке) 一 ~ ХОУ gix Xe | 
(SHEA 不 5.3 的 证 明 过 程 )。 但 土 式 左 方 各 独立 加 项 的 绝对 信 
不 超过 в, 从 而 由 定理 42.4 (3и БВА RNE EA 
左 方 除 以 。 之 后 为 一 致 依 概率 有 界 ), 有 


sup E |> ха?) — хот», > ом. а ЕЕ 


x 1 хс хафа) |. "< с, 
ЗЬ ө WERTER. ЖЕН Fatou 引 理 推 知 EALA” < Cun Е: 
对 一 般 铺 形 ， 当 pce < ез В. 
1.60 一 Х| Be ve). : 
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EH X.C) — Х„() НГЕН A. . Haiba ЕТЕН 
ERASE- BEER. ШЕР ` . 
引 理 4.7.4 我们 有 


tim | «П, 4) < ©, | 
РЕЧІ *<! z<. - 


证 æ, 中 任意 有 界 集 A, TE 


E|X,G)E = | e#nG@,2) + 





先 把 4 分 割 为 不 交 的 B, TE А4 = EN sns С 
sup Си) = ds : l. 


于 是 当 XE А,» k= 1, 2,- "` B 时 ,有 





E| Xab) — У) хык Ey apl =< ЕвСЬ, AP, 
k=1 


E|X,(P) = lim E Heo OED о) 
“四 |+ Ен, АЎ 
+) лави, адво, а) 
Бано 
онло) 


由 此 立 记得 (7)， 同 样 可 证 ЕХ) 一 上 10, г). 
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& A= {в < |а| 1}, FE XO = XG) Ха) = 
XG) — Ху) + X ,() = X + Куг), УК 
PUXA] EIR] = E | X,Ç#) |. 
此 不 等 式 两 端 沟 成 下 列 不 等 式 . 
E|X KD: — (Ex 0 < E |x,G)P. 
另 一 方面 由 上 过 所 证 , 知 此 不 等 式 堪 方 等 于 ( 取 + 一 分 
E |X (B)? — (Ех (уу! =| тЫ дк). 
所 以 对 任意 e > 0, 有 
| | „ш ПШ» ак) < EIX), 


由 此 及 引 择 47.3 HE ЖЕНШ, ш 
引 理 47.5 设 so10， 记 A. = {84 < |x Zeh FEH 
EE, Ж | . ， 


>, [XG EX a Ol. (8) 


жок 1 Ж. З Се.) 使 之 再 满足 (参看 引 理 4.7.4, 这 样 的 
序列 存在 ) 


s |... nG, 28) < co, (9) 


m= 1 


则 级 数 (в) 概率 为 1 вв, Eas 
证 因为 X ERO EXD 一 У) h, ANG, ао) 


= lim SCi, ах) < оо (518 4.7.4)， 所 以 由 定理 4.3.1 


aao |, АЕА 


知 级 数 (8) a.s. ЖЕ. HEERO) F, 级 数 (8) 25 аз. 一致 
ki. 令 


m = sp р мө = Era, 


取 (0, БТА 0 = < a< „<r = ë; 


+ 15? <° 





= 1 = max |z tl п 
因为 过 程 ХО 一 ЕХ Ә) юллана 一 类 间 
断 , 所 以 对 几乎 一 切 o 
| 


:fim sup 1> (xG) = жашо}. 


1-0 ajer 


жик e> k Hi Колмогоров KEKÉ 
“Pin > >e} < lim 1 зир Р | 530 | ENG I 
— кх] > £) | 
| 4 Е соз 2 
= lim sup — (5 ERO, 一 ЕХ») 
29 с k= С `. : 
4 3 
` ОИ «П, dr). 
HENE (9) 及 土 不 等 式 知 ,对 任意 s >.0。 必 有 _ 
| Do Pon > 时 < = + P j... ` CÈ, dr) < сө, 
Шш Воге1-СашеШ йж Руба зар [3 2 61} = 0. 所 以 当 о 
t im mp. [ys > e] 时 ， EE IE ofct Ba 86 Мо), 使 得 当 
n > N, Co) 时 ， nloc е. 这 就 证 明了 级 数 (8) — Иск, 若 
e KRE T 3 ЕЛЕЕ. шр 
引 理 47.6 EAER] Ce.) {# (9) 成 立 ， 则 过 程 
Xs 一 > (Хг) — EXO E [0, 21) 
的 几乎 所 有 样本 为 连续 ， 县 与 XaDCA€ Bi е > o0 HERH 
-4% 


I ER ехо, Жж... 于 是 过 程 
TELENOR > (кй ERA) 7 


ДЕ ТВЕА ВЕ НОВЕ ssp Bi pi s， 从 而 它 与 过 程 
Хб) 独立 ,此 处 46 #,. 但 由 假设 知 当 о — оо, RETT 


零 概 集 时 ,和 CD- 致 地 趋 于 Хор — S) (00: ЕХ, (0), 
Ж=ү ` = 


所 以 这 个 极限 过 程 也 刁 于 At 独立 - 此 外 由 于 本 (的 交手 所 有 
样本 函 煞 的 跳 获 绝对 高 度 不 超过 ё CER), 所 以 共 极 限 


XC — > «о -= кх) 


的 几乎 所 有 样本 为 连续 ， 证 华 - 
注 ж. Bore] кеа 


fo pi пе, a). < с; 


£ 四 


则 当 s — 0 时 


|а <lr с 


依 概率 元 于 极限 ， 事 实 上 ,对 任意 0<a < 有 
E || ane ree de) — |... „ш PONG d) _ 


ФО), da) = |, : спб. da) 


| L... ie 


Palt, dx) + ү Ороп, 4)| 


‘PEPI, dry 


= fases Е 
< j... pe dx) — 0, ` 
当 es -0.。 我 们 把 这 个 极限 记 为 ` 
| „ш есеб, ае) — по, 4=)1,. 


定理 47.7 ЖХ = (X, z€ [0, 6]1)2; F ЛИК БЕЕНЕЖЕВУ 
„134. 


独立 增 量 过 程 , 则 存在 一 个 几乎 所 有 样本 为 连续 的 过 程 XX 人 (四, E 
与 随机 测度 дб, A) 独立 ， 此 处 46 8.5620 为 任意 ， 县 有 下 
列 分 解 ; 


X, == Хг) + Í. slal ce. io] - ' s" 
| | кб, 2 чае) 
证 _ 取 隆 序列 Gs), В» | 0, Е, = 1, жх, RA 


K = Хо ZOJ + 2 хы — вхо + 十 xD 


-一 š (Хб) EK G). o а) 
ERRED (s,) 使 之 还 满足 条 件 (O), WASE 4.76 知 ， ше. 
XDAX®), 一 р> хо. — ERD) Е аг › 


的 几乎 所 有 样本 男 数 为 连续 ， ES АСА 4) 独立 。 此 处 A € EE 
в 为 任意 。 由 定理 4.6.1 知 


xz 下 pd) саз) 
Хм) 一 EX, (2) = Í. cria, 1405 ‚ dx) 
—HG,dr)], | | `: 《14》 


从 和 而 由 (14) 及 引 理 4.7.4 及 4.7.5 Sl 
> Go 一 BXA(CD) 


= lim > (Хб) 一 вх (D) 


ж. 57-657 


aleli, dz) 一 IG, dx)] 


== jim | Ир 
СВЕГА ЕН 


Е 155 в 


е ziali, ак) — OCG, 4к)}. - 5) 


H (11), (12), (13) 及 (15) 88 (10). ЕЁ 
我 们 知道 随机 测度 =G, -) Ж Z, 上 的 随机 测度 ,此 处 8 之 о 
JER Ф 55А BORER, >i 为 任意 ,而 且 还 包含 满 


足下 列 条 人 性 的 集 у Ar Ж Aa E Ri CE F 05, H lim sup П 


= 
НУ 


(è, U а) <, ‚аш =, жж, петр тенка: 
A, BẸ „=> AUB, ANB, NE ЕТ 2) 这 时 我 们 定义 
н („С U 4 ) = lim u(t, Ú 4). Wata 58% БЕЈ, 


测度 (r; -) 仍 具有 在 不 交 B К ГВ ВЕ. 
THATS ШХА E, 于 是 存在 对 
:连续 的 т,, Pl), IGz, А), Eroa) AMAR: HG, ) 为 环 
2, LOME, E. k. zs dx) < $$; 当 „< h 时 - 
Hts 4) 一 (as 4) > 
对 任意 46 s. MERE X, — X, еа, 


EeinX X, = exp 1 аСт, — m) 


一 £ (206) 一 Co) 
+ |... (e= _ DIN, dx) 一 Пл. dr)] 
+ Í... бет —1— ня) 1з, dæ) 


— nG, а) |. Б (16) 
ш 和 有 可 分 和 修正 ,它们 的 分 布 相同 , 政 本 失 一 般 性 可 设 久 为 
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司 分 ,于 是 由 定理 4.7.7 Я | 
Сх, = х0 +f, а 609 de) 一 ПО, dx)] 


此 处 Xr 与 pC; узшу (260,520 为 任意 ), 而 且 X 的 分 
解 束 的 三 项 相互 独 立 。 由 此 知 o = 
Е exp {is(X,, — Х,)} = E exp EEA — ХІ} 
x Е әјиб | tlelt daj = = nC, ах) оа 
— li, dry + HC, 1] ОМ 
x Eep [ef ибаа) = aG 91), ` GD 
因为 X 的 几乎 所 有 样本 为 连续 ， 如 杂念 - m = ЕХ}, оу ~ 


ECE) 一 ЕХ“ уу, MM 由 定理 47,1 ЖП. 
E exp (СХ — х) 


= өр {бт т) — È (ол) — eD}. аз) 
由 定理 4.63 知 
E exp 人 | Таба dz) — иб, ea] 
= ep [f Ce DinGo4) 7 
п, вол). u І (19) 
同样 


E exp {is | ш х[а(л, dr) 一 (л ак) 
— по, а) + RG, 1). 


= lim Е өр Í; | Өе} 
s0 E <] гд 
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к= lim exp {| (e — 1 — iux) [Ilhs dx) Е 
` л wes > : ` А 


+0 


— ICs,» dx)1} 
о бен i аә 
| ZIG 41} ' o > 7. | | бо) 
(因为 TEREPE <l, инж 4.244 8 | ^п 


G, az) < оо). 由 (17), (18), оз), (20) 得 证 《16). 


ШЭ» 4 Ё < 时 ， UnA- HG, A) 一 E [ehs A)— в(һ, 
A)J120, ERCI) HAER, RAER AC, 人 是 
REFEREE шр C 1 

де аб) 使 用 起 来 不 方便 ; 因为 测度 NE, . .) 在 点 附近 可 
以 为 无 穷 , 所 以 我 们 常常 采用 男 一 形式 ; 令 -- сз. . 


` -GG А) — |- E (dt). | (21) 





1+ 
а»)... PHG, dr) < >, 所 以 GG, 4) < © 对 一 ил, 这 


附 公式 《167 化 为 
Е ехр {iul Xa 一 хх} 


= exp {Co — о) 一 一 E G) 一 - ZG) 


= ei — 1 — ж) 
+ 人 1 + = 


ҳ LEE [GG dz) ~ GG #1}, (22) 
此 处 | 
z, = т, + | 一 一 r г, 2х) 
一 | ш «бе» 4), 4: | (23) 


198. 





公式 (16) Ley 形式 . 这 两 种 形式 所 对 应 的 分 布 叫做 无 穷 
可 分 律 ， 把 可 分 的 依 松 率 连 续 的 独立 增 量 过程 分 解 为 连续 过 程 及 
ЗВЕНО ЈА ЛЕ БЕЕН Levy 提出 , 严格 的 证 明 是 Ro 所 给 。 
系 4.7.9 设 X 为 依 斑 率 连续 独立 增 量 过 程 , 式 为 齐 次 的 充 要 
条 件 是 其 增 量 的 特征 函数 (16) 里 的 m = mz, P) = t, NG, 
A) = 1104), Hh IC) ж в БЕ, ВЖЕ 
faa PH(dr) =% 


证 ”条件 是 充分 的 显然 , 往 证 必要 性 E ARRA, 所 以 
在 其 分 解 式 《10) 中 的 XG 及 随机 测度 и, A) Е 0 0 Са 
为 @,: PERAE), 这 就 是 说 、 щ пе р 

Efuli A) 一 BG, AY] =; Entt, — hs й), есе, 
所 以 有 © BÇ, A)— Ша, A) = HA 7 
EIX 7) 一 Xz J$ == ЕХ — 2) 一 X:(0)13, 





所 以 有 
| mC) - 一 mC) = mln 一 5), 
Pln) 一 PC): = оз, 一 一 ч). 
IB өл, оҳе), HG, A) 对 :连续 , 而 它们 都 满足 同一 RN CRE 
型 ) 的 函数 方程 , 内 此 它们 都 是 t ШШЕ. зр 
从 以 上 的 讨论 我 们 看 出 ， 对 可 分 的 依 宜 率 连续 的 独立 增 县 过 
же Хх, 下 列 三 条 是 等 价 的 ,而 且 它们 都 是 九 划 正 态 独立 增 量 人 性 的 : 
G) хХЮЕЖЊВ Е; 
Gi) XX 的 几 平 所 有 样本 函数 为 连续 ; 
Gü) Xs 一 X, ЕЖЕЙ. 
Poison 独立 增 量 过 程 也 有 与 上 类 似 的 事实 。 先 络 如 下 定义 。 
定义 47.16 хр Poisson ШУЛ ШЕЙЛЕ „ШЖ E Ж 
连续 的 独立 增 量 过程 ,xs = 0, H ЖЕРЕБЕ ИНӘ Хинчин 形式 (22) 
RPO) = 0, 而 GG, +) 只 是 在 < тео АЗИ. ЭХ 
ine М1 + г? 
г) 





Ег" р 十 Gi 一 
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X [6(z.ct) 一 2079. 





+ | 
„== 90, ек) — б@, е). 
YG, с) 一 nG, c-)s 
一 -此 一 1 了 -Ass 
则 得 


. | Бен. 一 очкын), - 
其 中 7, 是 :的 连续 函数 ,4 是 z ERIR О. 
在 本 党 第 一 节 的 例 3 中 所 提 到 的 重 次 Puisson HEE 它 的 特 
ARE Y, = 0, 4, = it, c = 1 ШЙ. : 
定理 4.1.11 j X = (X, € [0, 51), 为 依 概 率 连 续 的 独立 
增 县 过 程 ，X。 一 0。 下 列 三 条 等 价 : 
(Pi) х Poison 独立 增 量 过 程 ; 
Ср) 存在 连续 函数 > (-), 使 得 Х,— =) 的 几乎 所 有 祥 
ЖОК ТЕРА, ЯА К: 
CPi) Хь — (2) 为 Poison MEHLE, 
证 (Р) => (Pi). h (PD SIX, BERR Сау 为 
fla) = E eX: = eer re 
£ Y, = X, — 700, РЕ | А | 
: ` E eY 一 А 
设 < 之 0, TE 
PIY, — Y, = ke}. 


= eR чоло» 一 е А. к= 0, 152, ttn 


所 以 当 s < г, PIY, >> Y Jar 下 面 和 命题 4.1.3 AE 
位 ， 只 顺 证 几乎 所 有 祥 本 X.Co) 在 [0, p] РОВЕР с. 
Ж X.Co) 在 [6, 6] А-В, ЕЕРЕЕ 20, MAER 
m, max [Xin (о) 一 Xis] 之 2<。， 但 是 
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Р{ тах ЕХ; 一 Xin] Z 2с} 
Leja m m 


ху SA 067069) 
ЕТ 2 


О-о 
«56 Ра y) 


ЗЕ, 
= 一 1—1 var > m — 
{i ¿)| заа 0《 со). 
ШЕНАУ  > a WT, Х, — уб) 的 用 乎 所 有 桩 末 函 数 为 耽 神 
ЮЖ; ЖЕКЕ EF 2 с, ЮГЕ ç =< Ü 的 情形 . 

往 证 (Pii) ==> (Pii). iZ Y, = X, 一 了 (的 几乎 所 有 样本 询 
AEA, ARARA ¿> 0. KAART YARA HE FEF 
“©; A) 只 在 < 点 有 一 增长 , 故 Cf, А) 只 在 < AB EME, ЫП 
H[:, (c, +) = Biz, (— 20, с)] = 0, HM, ct) — HEr, e-) 
一 ЖЖ. TEY 的 特征 函数 为 


z ; iig 
E eite — ча EEH рат) eai) 


- ` — 
М] 
Тм = 


= К max 
i 








_ „КИК луна), О 


第 处 | | 
Аб) = (т, 0 一 лб, суу 

Y, == — тиг г). 
由 这 个 特征 函数 的 形状 可 知 ， 六 ,是 商 个 独立 随机 变量 之 和 ， 其 中 
之 一 为 正 楚 分 布 , 均 什 为 7;, HEA cx， 另外 -一 个 为 Poisson 分 
布 ,其 均值 为 аг), ПО АТЕВ АЈА < 的 整数 倍 。 因为 Y 只 能 取 < 
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的 整数 倍 的 值 ,所 以 у; = 0, PE = 0, 这 就 是 说 


мү, eine A 
Ет. = 6 А 


改 | 
EeisX: 一 er Du 
由 此 特别 取 г = b, [ИВ (Pii), 
ТЕШЕ (Рн) == (Pi), 由 (Pš) АП nC, -) 只 在 < 处 有 正 济 
EB NG, A) ЗЕБ „ДЕПО, -只 在 = 处 有 正 测度 ， 由 此 立 
ЖЕН (Pi. 证 毕 





58, 独立 增 基 过 程 的 样本 性 质 
与 其 特征 函数 的 关系 





在 M 里 我 们 证 明了 可 分 的 依 概率 连续 的 独立 增 晤 过程 的 几 
平 所 有 样本 滑 数 没有 第 二 类 | 间断 点 现在 我 们 利用 其 特征 函数 里 
BJ m,, (e) É П(„ АЭ 的 性 质 Сань) kat 一 步 讨 
论 其 样本 人 性质, . 

-定理 481 设 X 一 TH ¿€ [0, ¿DD 为 可 分 的 依 概率 连 继 的 
独立 增 最 过 程 ; а HEN 
当 , 邓 每 个 ¿€ [0,4] 


Бенку m Joe, 0 " 
其 中 nG, .) 满足 lim ICh, v) < со, 


证 必要 性 。 若 的 几乎 所 有 样本 为 阶梯 函数 , 则 此 过 程 在 
[03 51 ВЕКЕ Р е 的 计数 过 程 z(a, о.) з-на Е 
RIRC е 0), ТА Е XE [0, ë] EE ШТ ЖШ. A 
为 АО, ve) 是 六 种 Poisson 分 布 的 ， 其 参数 为 п, ”.), 故 
lim нб», Уу; ы] Poissou 分 布 ;其 参数 等 于 ПС, v) 的 极限 ， 


所 以 有 
lim ПО», v.) = E lim ub, v.) < oo。 
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此 外 因为 几乎 所 有 样本 为 阶梯 函数 ， й 
` X, — Xš = lim x, KOA 


由 定理 4.6.3 知 
EevXrat) = Ге 


令 6 一 0， 由 上 式 推出 C). | 
充分 性 . HHI lim Hes, б) < со, 对 任意 z =< ë, 记 


lim П(т, n) = FO}, 


a dr ОШ 


定义 分 布 函数 如 十: 
= HOP dx} 一 OR dz) 
Cas) 2097 — FO 
令 H IG) 满足 : 


Fm (чу. 


因为 ME) 为 分 布 函数 , 可 以 认为 它 荐 其 个 随 宙 变量 的 分 布 函 
数 ， 所 以 П.С) 就 是 在 个 独立 的 相同 Ce) 分 布 的 随机 变量 和 的 
分 布 ， 由 条 件 (1)，X;, 一 Xa 的 特征 函数 为 


өр" Ce — 1)[П(л,, dz) 一 пл, 41} 
= {СР — FG) [| епа) —1]} 
= exp {=(P C) — FG) — — 
.exp 9; — FG) E en] 


= > есте Pt PLEG) PO эз... 
a a: 
人 сп 4х), . I 2 Йй о) 


由 此 可 见 ，X,, X, 的 分 布 等 于 5, 的 分 布 ， ,此 处 S= 0, S, =. 
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Ses GOD 为 独立 的 相同 分 布 陪 机 变 最 ,其 共同 分 布 为 nG, 


而 т 也 是 随机 变量 ,其 分 布 为 Poisson 分 布 , 贿 数 为 :Ftn) 一 F621)， 
ША тЫ Е, Б.,,.:‹ 为 独立 ,事实 上 
Eee = Е{Е( е9: |у} 


= > E Cese |g = bie k} 


- не. Ме. а. 


RRE (2). Ж-Ж, 我 们 有 
Р(Х, — X a = 0) = Рі, = 0} > Pír = 0} 
= е7 FD 


于 是 对 任意 二 二 二 有 《根据 定理 332) `" 


-7 P (. mp |х. X| = oF 
abs 


= lim PÍ { sp 人 („+ å Cn =a) © 


y+ 


二 x| = oF 


‘jm П р {х (a +Ë a=). | | 


amn 


— x (a + 2-10, 一 20) = о} - 
мъ en 


取 A= bjn, ti = kà, k= 0, , TEN 定义 


区 会 > т gup thai } 


A 
我 们 有 -( 用 到 (3)) 
"лб 


гче 


`+ ШШЕ лс. „ыд! 


РВ) >} =< D. J 19 65. хо” е 
| z " ЕС 5 а с. 
一 = xT > Шш 


L Ar. toe a 


I re 和 >. саз 

< Бон Ца, > МАНЕ 

. т< <i; isi o` 2. .. . on К 
K . ШОН 7 ? г + z 了 了 


si <21(5 a _ К 


天 一 0 


< 15 (ксы neo] Е 


б,бсыд rs 


эз узур ЇРФу— FCO 


5 


因为 G 2) >00), 从 而 кеё ) келел» KUHE 


- кызл KEO = FON 


事件 > = ЖЕ Х, 为 常数 胸 相 邻 区 间 不 多 于 -4 жыз, T! 
+14 ОЕ? DR) 34.4 coii Pirai} +» д, Pi = со} 
=0, KEDEL P AA PEA ERO Wakin DU % A, 
即 样 本 函数 为 阶梯 函数 , ЗЕР. 

- - 定理 入 8.2 Wk X = (X,,: € с 1%, э. ЛҮГҮ 
独立 增 量 过 程 ， 为 要 使 其 几乎 所 有 祥 本 函数 为 非 降 ， 当 且 仅 当 ， 对 
每 个 rE [0， ó] 

Ee Rò — 
此 处 上 为 E 的 非 降 函 数 , 而 Ge， 小 Т 
Суад) с ао, 


-i 1 -, 


+} (= ЛҮ dr) 
„= „fe , | (4) 


* [65 + 


证 必要 性 。 设 多 非 隆 , 则 对 任意 上 二 上 Х,, — X,_ > 0, 
这 就 是 说 踊跃 高 度 永 为 正 , 所 以 HG: , -) 在 (一 00,0) 上 为 零 . 过 
程 Х, — X, G) 仍 是 аз. ЗЕ, ДИЙ Х,— X,,G) 2 X, — X,, 
(0) = Xan 9—5, 当 e БЫ, X, 一 X.O FE, KETE 
lim (X, 一 X,.G)) 记 之 为 хз), XC) 的 几 卫 所 有 样本 为 连续 


ЕМЕ, Н X:(0) = Х,, Щщ ЯШ, XG — X0 为 正 态 分布 (定理 

4.7.1), 但 XO 2 X, = X0), 故此 正太 分布 的 方差 必 为 0, 所 

EL AG) — XA0) = Е[Х«ту—Х‹(0)]4&в,„ a, 29 # 的 非 降 苞 数 。 
因为 lim X,.() = = X, — Хе), W: | i я 


Е сіх = lim EeKoo ш 
=й т 


ji Теше. 


ü 


和 如果 能 证 明 Hm :| =G, дк) 之 名 ,那么 条 件 为 必要 的 就 得 证 ， 


«ЕШ. 因为 . : {. s Aa ass 

x, (о — “Хб 

= XU) — XD — [ХС — X, (1, 

H. XO- XO 的 几乎 所 有 样本 函数 为 非 降 , 故 有 

X.) х„%) 

= КО) Х.О) ERE) хс 
TA = Хо), ат 

由 此 知 о 
E[X, G) — Х„(5)] = EIXG) — x GY ~ ‚хоу. 
9198 4.7.3 BIX 一 X, (8) — X(0)1 < co, яйы Ед 


а 


|, 0C, da) = ELX) — Х„ Бу] < os 


入 而 lim f z(h, dr) < со. 


充分 性 . 往 证 PIX, — X, 2: 01 = 1, ад, 为 此 只 需 
~ 166. 





ШЕВА: 若 随 机 变量 ?2 的 特征 跑 数 为 


, rn 
Ее!“ = efi” 


s>0, 


W| 22 0 a.s., "ҮЛТҮ 如 圭一 EERUN, ж 
УБ В ЭЕ S i 
0, * ZE, 
PIE =< z) = Í (ку — PE 
F(co) — Fey 
则 了 的 分 布 等 于 5: 的 分 布 ,其 中 gg 一 0; 5, 一 +++, В 
(8) AADA HRASTA Е, Е, 05,8, 为 独立 ,7 是 取 非 负 
整数 的 Poisson 随机 变量 ， 其 参数 为 (eco 一 Fle) t5 (Е) 
独立 。 ке Ë Z D аз, Ж 22 O a.s. 证 毕 
定理 和 8&3 19 X = (X,, r€ [0, 2]) 为 可 分 的 依 概 率 连续 的 
独立 增 量 过 程 ， жлне шш 10,2] 上 上 为 月 穷 变 
ж.р Х; 一 Х 的 特征 函 救 的 范 状 是 . 


im + | ° te TI йе) 
* 


= g, 


Een Кд = e 
其 中 m, ЖАГ ЖЕК. | 1110, ds) < о, 


ш 58. 因为 т, REETTA 故 不 失 一 一 般 性 可 设 
m к= 0, 往 证 若 增 县 的 转 征 函数 为 


Fu 
f° „ена уп, dr), 


G) 


EX Xo <= e 


县 a F, dr) < ce。， 风 几乎 所 有 样本 函数 为 有 穷 变 关 
нешир. :б =» <и < ` < б, = P, 2588 
> хуз хы, 
令 E E23 ..., Е. к, ЕЮ, ` ete, ,Ew 231 ху I БЇ, 它们 的 特征 
ВАЎ 579127; | 
` E гез [е pe anay ar л, 
ё ==.@ бз 


+ 1623 + 





Еги, = в 了 te бту mh ү йү, 
k = Ë 


ж z, = (К — Ха Y, ы = (X, — X, 97 И E— 
E = ХХ. РРЛ ЖИВЯ РЕНО (Е) (E). T 
рея Ыт 


P| i а | >с}. я 





еқен» 


ry 


; = Piy > C]; ， 
т. 为 非 负 随 机 变量 ， ЖЕРЕ РЕ ОО 
Бег = Р ӨЛЕ a осечки 
由 此 立刻 推 知 
从 而 | 
гир У ІХ — X, | < 00 a.s. 
AEE. E X09JUSECH PE dr9ydE3e. MIR X) 一 


和 :一 全 的 几乎 所 有 样本 为 有 穷 变 差 , 而 且 兴 上 引 所 工时。 有 
eT Ka OT S рр 10 Xk 

令 . ` . 

i | 一 var, [X, — Xah 


HARRI ЗЕ ЗЕ КОЛЕВ Е 5 EZE БАКС K SRA BIB ЯЬ, ke У, {Л 
是 依 概率 连续 的 独立 增 量 过 程 ， 而 且 其 增 最 


= 。 





Yt) 一 У) ==. Маг, LX < Xl 


зя Ү.С) 在 ХС = X, (2 знала, а ННН 
点 处 等 于 
Y,G+) 一 Ya). 
={х+)— XC) 一 XG+) + Xa) _.. 
ня YO RENEA ETEN шиш Еа 47 7, 3 
知 EJ < о. RNA” 


var Хш) — Xl] -| к, зе), 
Ж зо 
EY G) > E var [X,,(2) 一 О; 
-| ‘a 1180, ayy а Е 
由 此 得 


РНС 


这 就 证 明了 定理 中 的 一 个 条 件 成 立 . 
出 《6) 对 任意 0<s, < в,, 有 7 
P(|X,G) 一 Х.С |2 8} = РОХ, Gy— X, G> 5} 


< > E |x, (O) — Х, Ol ` 


_ 1 


PË аа 
ЖХ.) = X, — X, С) ВЕЧЕ ЛЕЛЕ, UAA Хш). ШЙ 
х0) = Хь, BH. XCO 的 几乎 所 有 样本 函数 为 连续 ,XX — ХА) 
的 几乎 所 有 样本 函数 为 阶梯 了 沙 数 。 此外, AA O ` 
yar Хғ) == lim уак (XC) — X,. (821, A 
Tot] р 6+8 [0] ` 
var хз) < var [X, 一 AOIR ROF 


由 此 知 筷 "的 几乎 所 有 样本 函数 为 有 穷 变 差 , 卫 


ЫСА dx) — 0 《ea — 0), 
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Е Ке Хғ} =< EYG) < 50, | ü (7) 
HSE 4.8.1 及 47.1 知 存在 т, Ж ce 使 得 


m ; 
Elex XY = cc HE Nt БА 


 FEeietxet0—_x2 — ет лө 


由 这 两 个 公式 可 见 ， 车 能 证 XQ) 一 K0) + т, (由 此 知 т, ЭЯ 
ЭЗЕ ЖЫ, р: Гәр 5 PF09288 EE: 完全 证 明 。 . # 0==%< 
|, < ` з= 6. 于 是 由 (7) ` 


Е >» (2) — Хе x 
< E yar XUY EY OETI 


我 们 知道 随机 变量 XG) 一 -x Qi) HESR, REST 
(а) 一 (6.2), {НӘ ШЕ {ЕЖЕ ЖАЎ AEE £ A 


ES kasa 





所 以 由 上 不 等 式 得 知 рл 
>) z (G) очу. D. 
i=l 


< E Š) XG) — азр 


= Е var ХА), то 
р] 


ER (从 为 z ЧЕ РАК, AAMER e> 05 存在 > 0, 4588 
PC- ет (еа): = 8, 车 1: = fial < Š; жш с) ER miax 
lu tial < 8, TEA с Кен 


PCE) = > (20. › 一 АН oni 





< > V7 С) 8 rp 
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< едро, 
因为 = 为 任意 , 故 Ce) = 0, .从 而 G) = 0. шю 
Ж 由 必要 性 的 证 内 中 知 ?w 有 做 表 为 
X, = X, + mE) + Í reles dr), 


而 且 175 
=, yar (Xs 一 Ko— m= |, i> feae). 
Hino Y, = = узт х,, H) == Е Mes иө 
о юнә hua, С 
其 特征 函数 为 | М 
с НИ и 


"Hjo 


= г 


нв йс х= 





$ 1. бе хий е: 
ОШИ ЖЕЕ) - RSU ЛАГЫ ЖН Lévy 
(1937), Ville (1939) 及 Doob (1940) ЭЕ AJE НОЕН ИЕЗИ. 
Doob FERBER N ЕШ {ИШ (195%), 后 来 由 Meyer 解决 
(1962), и ЖАНЕР ог ЕРА ИИГЕ, ЧЕН! T — же 
的 研究 , 刷 时 也 得 到 了 广泛 的 应 用 ， i 
首先 给 定 一 个 基本 概率 空间 (О, 2, P), Eh ря 
化 o 域 ,以 后 提 到 F b T 93k DPE ДЕЕ P ERAMA 
Ж. Ф CF) 为 一 族 子 " 域 ,这 里 :《 Т, T PIU 2533 2, 
或 非 负 整数 集 N ER 中 任意 子 集 ， 设 对 *， < г, А 
ILIR (Xo гет) р (F) 适应 的 ,如 果 Xe Ж, T. 
以 后 把 适应 过 程 简 记 为 (X,, Fa tE Т), 
定义 5.1.1 适应 过 程 (Xo Fate T) WRALD MENE 
A+ € T, 蕊 为 可 积 随机 变量 , 且 对 他 中 任意 *， < г, 有 
EIF DEXa a.s. a) 
TRATI WME —X 2 E Bh; 称 为 鞭 , 如 果 生 及 — X 5620 ЕШ. 
所 以 对 下 圾 ,不 等 式 (1) 变 成 相反 不 等 式 ;对 于 款 , 不 等 式 {1) 变 成 
等 式 . 
考虑 为 非 负 整数 的 情形 。 H (X,, эб „„пє N) АРШУ le 
其 差分 X, 一 Xi 人 xs 2 0 (Жу Xa = 0), 于 是 有 El|x。| < 
о, B. 
Elana F = 0, as, п=0,1,2,<„ (2) 
ШЖ ШШ (Xa, Fane N) у, х, 必 表 为 满足 条 件 (27 
的 可 积 随机 变量 序列 (ха л 22 1) 的 部 分 和 ;反之 ,满足 条 件 (2) 的 


a 172. 


可 积 随 机 变量 序列 (xvs я 1) ОНЯ. яе #„ 
отт S п) ЖИ БНЗ (25 ДЫ д: ; 

Е(х»зл|хї› -ns зау = Ü дс: РУ 9. в) 
О ЕК MAARE Ro E CEt TPA E 
«Ехать == Орт =£ ту БИШЕ НЇН ВЕД. ы 


B. 事实 上 对 任意 有 界 Borel И z, СОН w 
х Ереба, 7 И Я я эр = Мес; учее 5 
JA = Og. x= S = mou JR 


从 而 知 Erse, = 0, mAn СТЫ TATE. > 事实 于， ж 
(z,, z > 1) ха, MARAR Borel БАЙ у, z 有 
Е( х.) 人 
= A Egi "нй, s күз ey D ДЫК СОЛ 
由 此 对 任意 z 有 (因为 .及 si H 8)-- 
已 (xzntgKxl "3 ad) = ГА 
ШЕЛЛИ НЕЕ ОЗУ, А О ЗС 
例 1 кияр инн Ан Rar L o Y 
EIZO 3: s... —- y) 1 
则 ， С re FY W : е 
й 2 к= (хь, s 1). 为 独立 随机 变量 序列 ， HE Ex, = 0, m 


= З). Ж, Өбө Pa = olark < >). 


HI х = (XoF nine N), Ү = (Y,, Faa n € Му 
ERF, 则 (XsA Yar Fns nE N) БАЕВ. 

-利用 条 件 期 望 的 上 应 函数 木 等 式 ， E a 
用 到 的 命题 . 

命题 S12- 2. | ы 

G) F Xs F, z€ T) 为 下 载 ni (vo, 97,06 Т) 为 下 
P. 

Gi) Ж (XF +e T) AR, РЭА, EUGI <o, 
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f G Fate T) ЭК ERM ба) = |5. + a, 
РС) = |х Повх, WO СХ Ж, гє T) K. CIX; Повх, 
ЕТУ Т РТА ， 
Сй) ECs F s tE T) АЕ ТЕСШ Ж, = 0,4. к.), 
MU (1,17, еж, t€ T) E: CHX, fogt 1241 Fate D ФТ, 
如 果 它 们 可 积 。 
定理 541.3 Æ (X, Fa 1€ Т): БЕЛГЫ, в. ғ юн 
ЗА 29 Д ЕЖЕ r, 96 z, Е Xa = Ку, s. s, 
, 证 由 条 件 立 刻 推 知 : Ме<,ын O ， 
Е ЕХ, — kan ХХ) · =Ü, © i Z. 
E(X, — X| X) = u, | 、 
Н ЖАЯ IEA X, Y SIRLE, ж Berel Ж B, € 
|... B (Y — XYP Ga) = 0 С. 
ы. (у — X)P(2e) = 0, | 本 
WM X = Y a.s. 往 证 此 ,对 每 个 实数 < 有 f ` 
(ух) | oD- (Y — x) 


(Үау fasea | 


一 一 | © CY = x) 
(Fars Хон) 


“=, “юз „(у — ху 


|... 


X>, Уч) 


= fars € o. 
但 此 等 式 的 左 方 积分 大 于 零 , 而 右 方 积分 不 大 于 零 ， 歼 此 等 式 的 两 
Шу ЮЕ. 对 任意 < 


pO eS с усас. - 
TES ОРЕН НЕ ЫЕ „Ж Н 
Р(Х жү) = > PRY >r> X) 
` ВЕ кє} А ` Ы 
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+ D P(Y < r < X) — 0, 
гео 


定理 51.4 《一 般 可 选 定理 ) (Xo, Fa, n> 0) Е, 
Hos TH (Fa) ПАМА от a з. РАЛИ» EB 
ЕХ, L< = EX. Lees, 十 ЕХ ула. "50. А и (4) 


ТЕСТА эда 
ч. 证 ўа, = буш, De 
Ф x = X, хах = 0), AXX жЕ, жерав Е 


` ЕС 一 dije = Е{(»; ; — DEAD- 2) = 0; + 
由 此 立刻 得 到 ,对 任意 ">0 С 77 
ғ) bisi <=: БҮ р з О” | ` (5) 


гёто .. 
因为 с, т 为 可 选 时 ， К. Таа € F iis Ten Є Pin 1+ XA с = 
t a.s. > W losa < ако a. 8. 
到 а; 5 = = lices Š; = lags 这 些 dis b; WE të G D йїп 
由 《5) 得 (对 任意 n>0) ` ЕА 
Е 5 Поб. X) < Е >) А; — Ki). (6) 
i=0 - . 4 - Е 


现在 我 们 仔细 计算 (6) 的 左 方 。 ，…- 
ок. ше (X; — Xin) =) ИС СОИ 





diar} 
-R 


EG 
k= 


=. {т=Ё) 
| | 5. 
= К 
х f 
=5 S| Gü Xi.) 
к=з {= - - {r=k} 


+ > >J. Ci — хы) | 


` Җ=я»+1 ¿=0 
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= |... X. + | > Ka = И 


+ ЕХ, л. 
НАУ AA (ORKO) Erg 
注 1 EAI E ECAS 
ЕХ 22 EX, luem | 
BERAE, + = co fŠ ЕХ, SEX, ‚ EX, 一 " 
在 (r= +оо) E); 
注 2 Ж (gS n 2 1) жс В FD FD 
СХ, Fas n I0 ЖА Б ZU, 如 果 E(Z,| For) =< х. : 
аага 
.对 上 舱 反 列 也 有 与 定理 5.14 HARUAR. 35 (F) 可 选 
В, ст a s, AEREN > 有 
ЕХ, сезу < EXsliren 十 ЕХ, ея. 0) 


Җ 5.15 CARTRE) Ж Eas F a п > 0) AER, ©, 
t AEREN, or <m) als. 车 此 处 mm ЖАГЫН r 的 上 
F WE 





' Е(Х, | F) = X, 8.8, . (8) 
证 在 定理 5.14 的 (4) 里 取 w 一 no ME О 
EX, < ЕХ, о (9) 


《不 难 证 ElX,] < о), 下 面 我 们 采用 一 个 经 常用 到 的 技巧 , 由 
(9) 推 出 (8). 

对 任意 4 € 97, F т, = ala + olas та = Tl, + 0014, 
А сл „таа, В.о A ло, TA mw 也 是 可 选 时 , са Л m < 
r. An ( < n), 故 由 (C9) 知 

0 之 E(X, An, 一 X, кя 一 Е1+(Х, = хр), 
对 任意 AEF o, 从 而 得 EK 一 XAF) 20 а.5., BB E(X,| 
97.) < Х, аз. 证 内 
ЖУ5Л6 G) ХЕ, о, ТЮН, ст < m 
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a.s., ДЕХ, 22 EX, > EX, > ЕХ», (Н) ## Xx yy Fk, MAH 
FFA: EX, < EX, < EX, SEX., Gü) X ҖЕ „ЧГ 
y = n a.s., WEJ = BX, + 2EX% < 3 sup| Xol. 


i RERE (9). [X] = x, + 2X7, 于 是 由 G) 有 
Е|Х.| < EX, + 2ЕХ;; i 

但 (Х„\0, Far я > 0) 209 ЕВЕ, (ОХ, Fan 2: 0) AFA 
所 以 由 GD 有 EX < EX; Ж 合 以 上 两 个 不 等 式 便 得 (ш), Ж 
39 

Ж517 RAM, c, + HARTAR, w s< v S< mo s. s.s 
ДІ ECX |97.) = X, a.s., B. EX, = EX, ЕХ, = ЕХ. | 

对 随机 序列 (Xa, n> 0), < x: = sup Xe RNA 
一 系列 的 不 等 式 ， 

定理 5.1.8 (Сагіа 不 等 式 ) 设 (X,, 9 л > 0) ЗЕТ 
B, FOEL, оо) EE SE dEBE ЕРАК, FO) = 0, 于 是 有 





F {ар “PGD < BUXO]. (ш) 
证 我 们 有 ` : 
x* = pre = X, =< X", 
' X,, = x, > ХА 
HA 
x* . 0, + X, < хм, 
+F = rx, ` | 
|. (9 | И МЕС), EX, > Х®\, 
` 了 一 二 
х, 
< x, |, dF (с), 


есл, НЕКА 
Е |” ЕС) < ЕХ (ЕСХ,) 一 FOOD 
= EEECX,| 7AE CXF) 一 ЕСХ* Гу] 
= E[X (F (X5) 一 Е(Х у]. 
ER A NORTA (XS = Xa — 0) ` 
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zf FG) < 5[XsPCX4)]， ЗЕ 


定理 5.1.9 ху, ди 
G) (Колмогоров 不 等 # 式 ) 对 任意 1 > 0 有 





| PiX > А} < 1 AÍ. Х.Р йо < кх. 
(и) ЕЖ І Р oo 有 | 
Е Ез, 


O BFO = б), 和 用 上 二 定理 得 
ЕДІ yt, D = E ү FG < EX, коа). 


< хы < sx... 


{x tu S B 


Си) 人 < EFEO = e, Hi_E- 定理 得 


ж 
E 一 一 -一 - (хүн = E | 一 全- РЫШЫ ©. тг 
©--1 з 1+. : 1 


КИ ` зй 
= Е J: rdi" < Е[Х(ХХУ 1, 
SE” a 








故 
Е(ХЖун < 251 ХОУ -, 
< 91 (кузун gap" fet, 
Bp ЕО <- E (Ех (ЕХ УС... 














如 果 生 有 界 , 则 Е(ХЁ)? HA, 人 由 以 上 得 
 . RORY < = 1 y ЕХ, 
对 一 般 的 X, EX ANDREATTA, TARALAR, RES 
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N со 即 得 н), шж | 
注 G) 的 另 一 证 法 . 令 . 
g= min (6: Хе А}, . 
т = co, 由 定理 5.14 (жава тво, ,对 任意 正 整 
数 = 有 
ЕХ, ка) < ELXolien]e 

因为 在 {fo о) EX. > a, F AS - 

1Р{о < п} < EX ploa = Í. ñ X, P(4oy, 


ERA lo =< n) = (X5 22 А}, 上 不 等 式 即 是 G). ` 
Ж 5110 8 х= (X., F n, 120) AR, 有 具 戏 每 个 + 
EX: < оо, 于 是 有 | - 
Ex: 


P {oup | Xala |< z | 





IE sup X] < 4ЕХ\, 


证 .因为 (X33 Жл, n 2 1). AFATRASIA LERMA, 
we 
现在 给 出 Doob 的 男 一 个 基色 的 不 等 式 ， poob 利用 这 个 不 和 
式 建 立 了 款 的 收 伍 定理 。 在 给 出 这 个 不 等 式 之 前 ， 我 们 还 需 引进 
随机 序列 《Xa, 97.) n 一 0, 1,…,N ERREI Га, 27 的 次 
数 ， 我 们 说 (X, 的 一 次 上 窜 Га, 5] 是 指 当 # Е, х, MEF 
s 水 平 经 过 若干 步 之 后 普 先 到 志高 于 5 水 平 。 2 
со) = 0, 
т.019) = inf {0 = x <N; X.C) = at, 
а (о) = inf {rlo < z = N; Xal 22 51, 
2,00) inf 1008) < n 6 N; X (a) < ay, 


TE Соғ) = inf {0.000 <` = N; Х«(е) < в}, 7 
а„(е) = inf {т„(ю) < n < N; XAw) 2 5), o 
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ЖЕТИ infi Sa М, Х„(ш)у= al IER, 9р 
а X Ce) > аут eo 


HEX. тубо) = =N, AÑ ey, тубш), “就 没有 意义 了 ， .对 内 

кв a (ao), #00), .…， BERRIE. ШЙ, z, < < < 

BERRIS. 如 果 OAE, 而 且 这 个 是 最 大 

的 ， ардаа cnn СБ) ЖК, КН Ф Са) Хо), i 

Хоу) ESE [а, b]m k. 我 们 定义 (x,, n = ú, 1, “TME 
9а, 5] RRA via, 5 如 下 :> 

vfa, BIC) = тах {kiou} REO. Ж 

та 52.11 (上 穿 不 等 式 》 Ш(Х„, э. 0 < л <) 为 下 


RFN Щу ТЕШ s <, .有 . 


Evis, j) < = < «лба, el 


>=: 


证 因为 (X,, Xv) EF Ia, 5] HAASTEITA 
(XN Emz 和 ;二 有: 的 次 数 . AARE 
a 一 0, ВЕЖ Q, 0 nN) АЗЕ ТӘ. ЖЕЖ үш 

BATEE * > 08 — 


: | 1 Ev[0, 5] jE : " \. | 
.省 有 使得 аа 1° 
0, BB REB ор < i трус ' 


. . N ш ` . a 
bolhs à] < >Ш; — X; :a s 
#=1 


{В {a = 1} = |] (G, < Dea, < DY € ЖЖ, Ж а Bi 
Н 


R bi = 1, a 一 1 利用 定理 5.1.4 证 明 中 的 (5) 式 , 则 有 《注意 这 
EXITED S 
10. 


— 


пута ` Ó. 


Er TE awl. ee arr 





N x 
БЕо[0, BI < E $, lX — Xi 1 EE P> 1 IX; — Kinl 
i=0 


ё= 0 


= ЕХ» — EX, < ЕХу. 证 些 
$ 2. REPR SARA 


E 521 设 X =(X,, Fane Му SFERA, Ж 
sup ЕХ < со, Д4 л — co W X, Ж —Hb'W S8-F RENE 


®„ї г Ж Xo, B EX. < вир ЕХҰ,Е|Х..] < выр Е|Х.| < оо, 
注意 ,条 件 sup ЕХ < oo 筹 价 于 条 件 sup Е|Х„} < оо. 因为 
|Х„] = 2X£ — Xn, # Е|Х„| = 2EX} — Ex, < 2EX+ — ЕХ, 
(X 为 下 载 ), 从 而 sup E| X,| <00 .我 们 把 满足 条 件 :sup E|X,] < 
со 的 随机 序列 叫做 L AREY 
证 Ф ХА int Х,, Хю sup XX， 对 任意 有 理 数 + < 
ra 记 


Aan = АХ < r, < x, < X1, 
于 是 


{Х=#Х}= [J А, 
тїгї 
此 处 ri т, 取 记 所 有 的 有 理 数 . & trr 为 (X,, Xis "... Ra) 上 
SE [ro r] ТЭК, оЄа, ВН он (о) (о) 一 十 co (n> 
co), ÆW PÍ; = +o} = 0， 由 定理 5.1.11 4 
sup E(X, — 7t 


> 


Ер = sup Es, = 
s 


fi ғр 
{E HRA sup E(X, — +) < со, й Бо < co, ШЭП 
Ple = +0} = 0, 
另 一 方面 Anr с í = +0}, 所 以 РСА...) == 0, HER 
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r < ra 从 而 Р{Х = Х}=0, 这 就 是 说 а. s. 存在 lim X.C = Xa), 
H Fatou 引 理 知 F|X.| < sup F| X,| < оо, XA Xi Xš a. s. 
КОВ ЕХ < sup EX}, EË 

注 1 由 定理 直接 推出 : Ж Xa, ж, n€ N) ATR 
ЧЕ ЕЕ) „ШЖ — 地 存在 ImX。 一 X-， 若 令 多 一 V Fas 


W Xa, Pn n€ Ñ) ТА RIER), ДЕ N= NU 
(+°). 


注 2 x) EW, fk зор EX < co ВРА 





sup E|X,| < со 


(LER) BA E|xX,| 一 EX, + 2EX; < EX, + 2ЕХ5. 
E (X,) E F h JU (— X,) E Fe. Н (—X,)t = Ху. 所 以 
4 Ею СХ.) 满足 条 件 sup EX, < co PPB] a. з. 存在 


lm Х„С=х..). 
BITE СХ.) ЮБФ ТИНИ. RETE L, # Ж.Ш 
а.в. 存在 jim X,(= X.). 


定义 5.2.2 Жж X 一 (Xas F ns nE N) ATA RA 
(X,) 铬 闭 5 正则) 如果 存 在 可 积 随 机 变量 Y, 85—07 n 有 


ECY| F a) Z X, a.s. (Е(Ү| Ж „) = Х,а. ғ), 


ҮШ ӨЙ Ж.ҮЛ Ере АТК А 
ъ= 1 


且 对 任意 其 它 封闭 元 素 Z 恒 有 Y < E(Z |). | 
定理 5.2.3 设 X = (X,, F ny n€ N) х КЕ, 于 是 
х, 一 一 > Xe(y > 1) ORERE СХ, 17) 为 一 致 可 积 族 。 在 


此 条 件 下 必 有 X。- 一 > Xe， 且 是 最 近 的 封闭 元 素 。 
证 若 Xs 一 一 >X。, 则 由 定理 1.4.4 A (X 为 一 臻 可 积 
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Ж. Б, (]x,|) 为 一 臻 可 积 族 , 财 (互感 | 为 一 致 月 界 , 从 
Їй sup E|X,|— co, 由 上 一 定理 知 x, -一 > X. H Е|Хь]| < оо, 
再 由 定理 1.44 X, ——» Ko, 


先 证 X. EKHAR. НЕА А, МЕЖ BE 
# „Н 





|, XPL], x..PG00), 
Ф m — со, ДИН X, 一 一 > Xol € Fo) 有 
| Х„Р(4в) <Í, KaP (do), 


故 X. DHAR. WIE X. HREH ANTR, BA X. e F o 
往 证 若 Y 为 另外 封闭 元 素 , 必 有 X. < Е(Ү | 59 „), 也 就 是 证 明 ， 
HERBES o, 有 


| ХР (доо) <Í УР(4оу, 
В B 
首先 对 性 意 В.Є „С УГ, H Y 的 封闭 性 知 
|, Xon? Ca) < |, УРО), 
Ф m — со 得 
{, Х.Р(4ю) < | ҮР(д»), 


此 不 等 式 对 任意 = 都 成 立 , 所 以 对 任意 4€ |) ər, th 
f X.P (do) < |, YP(de), 


5А) = | (Y — Xa) P (do), (лу Ж UJ я, БЕШ 














度 , 所 以 可 以 把 它 扩张 到 o ( U =.) = Жы E, ШЕРИНЕ 
负 有 穷 性 ,从 和 而 上 不 等 式 对 任意 4e 27. ABRY jE 3 
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定理 5.2.4 $ X= (X,, Z”,, n€ N) AATE 

G) ЖҮЙ, Н Yé Lr 22 1), 则 当 я 一 со 于 ， 
Xa — Xe. 

(н) ЖАДИ к> 1, зир E|X,|' < оо, RI| СХ.) 22— 
可 积 ， | 

证 

G) 为 了 证 明 X, 一 -一 >X。, 由 定理 5.2.3 ARRE X] 
为 一 致 可 积 族 。 对 任意 常数 C > 0, А 

B, 一 {|X4] = C}, В 一 {вир |Х„| = C}, 





于 是 U Васв, AX (1Х,|", Fane Му{л%ЯЕД ЕВ, В. 
У] 仍 为 封闭 元 素 , 故 由 定理 5.1.9 4Ha A 
PiX# > с} < 2, Е]х,| < L Е|УР, 


HH 3 
Р{В} < ElY I. 





所 以 当 5 — оо вї, P(B} 0, 从 而 | 17|rPCea) 一 0. 又 由 下 
鞭 的 定义 性 质 知 (因为 Bee Fp) 
{ox < ref io Сео), 
所 以 当 Coo 时 ,有 
spf 
RREH CXI) 为 一 至 可 积 族 ， 
Gi) WHESR c > 0 


Хь|' 1 
Xa = [ TZ = -- F 
L... | | Тхе |Х„| cr! fix 


z 


„ Хе P(26) — 0, 


< sup E |X,]", 
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故 
lim sup fen |X,| P(g2e) = 0, 


e€>0 n 


这 就 是 说 (X 为 一 至 可 积 族 。 故 由 定理 523 X, 25 XX。， 


E (Xa, Fap n € № ЕО), X #1039, {Hh Fatou 
БЕЯ EX: < lim EX; < оо. 于 是 由 上 而 所 证 的 G) 知 X, — 


Xa 再 由 定理 5.2.3 ЖП àX 为 一 数 可 积 族 .证 毕 
定理 528 jk X = (X,, Fane N) AFE Ой), Ж 
(X,) 为 一 致 可 积 , 当 且 仅 当 Хе Xos Xo 为 封 半 元素， 


EX, EX, =< осо, 


证 必要 性 ， 设 (X,) 为 一 数 可 积 下 磐 (就 ), 则 由 定理 5.2.3 知 
x, L Xs, Кы 为 最 近 的 封闭 元 素 , 旦 EX, > ЕХ». 


充分 性 ， 证 X, A Ko ИЖ, FX, — EX, = 


co, ШЖ СХ, Fn пе N) 036 F bh. Н ЕХ < ЕХ. < 
s， 所 以 由 定理 5.2.4 知 X#L, ATER BERRA X 再 由 
EH 5231, Xt 一 一 > Х5, Н (X) 为 一 致 可 积 族 。 由 此 及 假 


А Ka — Xo ЕХ, -> EX; < оо, 因为 (X; 一 Ху < 
Хе (ага), Н (Xs 一 Ху — 0, ЗЕЕ N Sk xE E II 
Í (X; — XoY P (do) — 0, 
此 类 我 们 有 
б< | (X3 = XDP o) = [ос xy 


一 | (Xs 一 Xy 


| о — Xz) Plia) — 0, 
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与 前 式 结合 ,得 X; => хт, я (XZ) 也 为 一 致 可 积 族 , 但 已 知 

(хт) 为 一 致 可 积 族 , 故 (X, 为 一 至 可 积 族 . ШЕ! 
定理 5.26 ШЫ X = (X,, F nne N) Ий, 于 是 于 列 四 条 

等 价 : 

(2) 存在 随机 变量 Y, E|Y] < co， 使 得 Xe = EO] F a) 

а. в. CARERS АНН {БЕТЕ ИП), 

(Ъ) Xa т” Хы (п оо), 
(с) СХ.) 为 一 致 可 积 贰 - 
(d) sup EiX。| < о (L, ARMDA X, — Х„), 

ËB. X, = E(X.! F n) a.s, 

AAE (a) = (b) 由 (9) SIX, | < Е(]|Ү || жб ,„) a. s. 故 非 负 下 

Ëh Xel Fane N 以 1Y| 为 封 闲 元 素 。 人 队 而 由 定理 5.2.4 G) 

推出 Xag Xe (b) > (e) 是 定理 5.2.3 的 特 款 * — 1 时 的 情 

Ж. (с) = (d) 也 由 定理 5.2,3 НЕҢ. (d) = (a) ШУ = Xe 证 

毕 
下 面 我 们 证 明寺 反 列 的 站 和 伍 定 理 。 我 们 把 下 降 c 域 列 记 为 

(F, PDD- 
定理 5.2.7 1 X = (X,, @Ф„,яп:>® )) y GOA. Ж 

ЕХ < co, ШЧ s -oo 时 , 概率 为 一 地 存在 XX, 的 极限 ， 记 之 为 

kmX, = X, a.s. ЕК. < EX} = ЕХ} < со, 
HAIDERA EX < co (Pl E| X,| < co), WN 

Xa > — ОО 8. s. 
证 ”和 定理 5.2.1 的 证 明 一 样 , 可 以 证 明 a. s. 存在 
Em Х„С==Х„), 

但 Xe 取 值 于 R. HSM XE — Xt a.s., Н Fatou BEA, 
ЕХ} =< sup ЕХ} < EX] < оо (Xa < Хі < оо a. s), 
HARA, ELA ЁХ„ < со, AERE X; < co a s, Ék 

Кы > — 60 a.s. jE 
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k тюе. ЕН ЕЕ EXF < co, KFB X. 也 可 
Liw. AR X, = — n. 

EE 5.28 Ш X = (X,, Ф„„ n > 0) ЮТС) БЕ УП], W) 
х, — Xel > 1) HERA (X0 为 一 臻 可 积 族 。 当 条 件 成 立 


Ws X, —r Xos B. X. 是 最 近 的 封 闲 元 素 . 


证 完全 与 定理 5.2.3 的 证 明 一 样 ,可 证 定理 的 前 半 部 分 。 剩 
下 需 证 X. 是 最 近 的 封闭 元 素 。 先 证 (X,, Fro лє №) 29 F BJ 


列 .此 处 多 。 = [| Ф,. 这 需要 证 明 对 任意 Be 多 。， 下 式 成 
立 : | 

|, хоро) <È х„рР(до)у, (1) 
我 们 知道 ,对 任意 BE 997, 恒 有 

|, X. P(4o) < |, Х,Р(4в), 
令 т со 即 得 (1), 故 X. 为 对 闭 元 素 ， 再 江 它 是 景 近 的 封闭 元 


Ж. 显 见 X. € Fo 设 了 为 男 一 封闭 随和 宙 谈 量 ， 则 对 任意 < € 
aY), 有 





[ Y P (des) < Í KaP (do), 
令 n>, HERG 
| УР(40) = j X. P (da), 


ОЛАЙ СҮ, Х.Х, X.) ЖЕ. ШО! 

定理 5.2.9 

GY ЗЕ (Kas Fas nE N) 为 非 负 下 献 反 列 或 默 反 列 , 若 X. 
L, G 2: 1, W СХ) LRR RA Х. = Xa), 


Gi) 1: (Xn, Fn # € N) 2 F #h( #h) 52 A И Сх.) 为 一 致 可 
积 族 的 充 要 条 件 是 ssp Е|Х,| < со (从 而 有 X, > XQ, B. XQ 
DRAMER). 





证 G) 显然 。 往 证 (н). Ж СХ.) 为 一 致 可 积 , 必 有 
sup E| X, | < со, 
BZA sup E| Xaj < оо, HEX.) 为 一 致 可 积 ， 念 
An 一 {]Хх.| = с}, е => 0, 


于 是 当 € — co 村 ,有 
E| x, 
pea < Е «РЕА _,, 

с 


s 
с 


对 = —1й. Ж лоот, 有 
=2 И хі + |. — Ex, 
=< 2 И ХУ + |, X, — EX, 
= |. ІХ, + ЕХ, — EX,. 
但 由 假设 sup Е|Х„| < о, E. (ЕХ,) 为 降 列 ， 故 当 n — co 时 


EX, 的 极限 存在 。 所 以 对 任意 6 > 0, FPE m ЕКИН, E4 
0= EX, — EX, < s. WHETER: 


|, Xa] <Í, ІХ + е, s > т> N. 
因为 当 “一 oo 时 P(A,) 一 0, 故 当 с> K PF, WES” 都 有 
|. Xol < se。 由 此 及 上 不 等 式 得 


sup | IXa] < 28, 4 ¿£ > K, 
saN Jiale) 


BEAR СХ.) 为 一 致 可 积 。 证 毕 
EE 5.2.10 (Lévy 定理 ) БУВ, (F n 4€ 2) 为 


+= 


PERFI Ф Som V ж, „= [| Fn TES; 


a= m=— 


G) ЖҮЄ L, r 2 1, 则 
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Е(Ү| о-ы), (п 0), 
E(Y| F ы), (— +00), 
Gi) Ж E|Y| < +оо, Wi 
E(Y| F e) G>), 
ECY] F ы), (z —> +0). 

iw üE G) 里 的 第 一 情形 ， 令 Ka = EOF.) 于 是 
(X,, Fa, —оо =< x < 0) ЕБС]. ABAH 5.2.9 G) 可 
知 СХ, |", 一 oo =< x < 0) 为 一 致 可 积 族 。 再 由 定理 52.8, 便 得 
X, = E(Y| Fa) — Xle (п —>— оо), Ж ТИЮ 8 Ш Xle = 


ECY| F a. s. 为 此 ,对 任意 BEF o, HRES 
j х, = | ECF a). 
但 当 a — = QO 时 。 Xa — Х"=, 由 上 式 推 出 : 


ECY| F a) == 


r 


EIZ | 








j Xto = |, ECY |F o). 


R В 54838 2”. TARE ERA XEY Fa) a. s. 
同 理 可 证 其 余 情形 ， 证 举 
Ж 我 们 给 一 个 例子 说 明 (ОХ, Fa ne N) 80, 
limX。 (一 X。) ERRA СХ,). 由 此 可 见 定理 5.2.3 里 的 条 件 不 


可 取消 
Ж СҮ) 为 独立 随机 变量 ,每 个 Y, 都 是 正 态 分 布 ,均值 为 0， 
方差 为 1， 取 


X, = exp (> Y, -4 (я + D) Fn =o Ypk =< xn), 
1 
ЭЙЕ (Xo, 27,6 М) йй. 但 
* = i —AN< — ж = 
lm X, lim exp (л + 1) > Е1 2 0, 


(занд, NY fn 1 да. s.) Ws X. = 0. BIL X, = 
ü 
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E(X o| Fa) = ü а, 3. 


53. 上航 列 的 分 解 


仿照 分 析 里 的 调和 函数 与 上 调和 各 函数 ,我 们 给 出 下 列 定义 ; 
N 5.31 
(а) 设 (X,, Foa, пе N) ЖЕЗ sup EX; < оо, MH a.s. 


极限 Xe 一 lim X, IiE 8 x RIIA РАК. 


(b) ВЕ (ЕХ. F.) UR Е x 伴随 的 随机 Dirichlet 
H, Н РЕ ЕВБЕЛЛОЛ УЕ Ж X. 的 Dirichlet 8, 

(с) 随机 列 H = GT,, Fn, пє М) {у EEEF 
гё. В. lim ЕП. = 0. | 


因为 开 为 非 负 上 软 , 故 福 率 为 一 地 存在 im П, (= n), Б. 
EIL, = lim EH, = 0, 由 此 得 Hs = 0 а. 5. 


定理 5.3.2 (Riesz 分 解 定理 ) A X=(X,,S7,,n € №) 为 上 
B, CERET Y = (Yn, Fan, n€ N). 期 X, 2 Ysa s, 
лє N, 于 是 存在 如 下 的 唯一 的 分 解 

X, = М. + П,, n€ N. (1) 

此 处 M = (M ,, SF ,, w€ Му УЙ, H = (Tr,, ЭР, n€ №) 为 
sr 35. | 

证 对 每 个 me N. 令 

Xap 一 ЕСХ»+ь] Fah f= 0, 1,2,7», 
нх ES. A 
Xapoa = ECX nnl F „) < E(X,, | F n) = Xat 
Ék СХ»„»,Ё = 0,1,2, 0e) EEFE HBA 
Xap = ECX npo] Fa) > ECY nmol Fa) > Y,, 

ВТ (Xa pP = 0, 1, 2, +++) 为 于 下 有 界 的 隆 列 , 故 概率 为 一 地 
存在 lim Xap =Ma), H Y, < M. < X,. Ап Ma DORH 
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每 个 m， 击 单调 收 航 定理 有 
EMil F n) = E (lim Хазаыр| F n) 
= lim ECX, a P|.) 
= lim EÇ Xuria F a) = lim F(X,,, 127.) 
= Hm Хар 一 Ma, 
Hh kalli мә, 
令 II, = Xa -- Ma RDO X, = М, a.s. WZ H, 2 0 а.5.› T 
HLH 2 EBE, EIE ЕП, — 0(я—> оо), 
E(TI | Fa) = E(X,, E — M,++| S.) 
= ECX npl F n) — Ma 
= Xap — М.{0 (p> со), 
HA TPJ Siz yE Ж ЖП 
| Em Erte = lim ЕСЕСП»ү»| 一 1 
往 证 分 解 的 唯一 性 。 设 还 有 同样 性 质 的 男 一 分 解 ; X, 一 
M; + U.s, FE 
E(X., |.) = ECM peol Fa) + Enl F n) 
= м 十 ЕСИР! 5,), 
= p — oo, 由 上 式 推 知 M, = Mi a.s. n€ М, АТП = П а.з, 
й E 
Ж 由 定理 看 出 AALA ТА, ИИ p bh aE gl 
— Bh. Н, „ЖЖ Riesz 分 解 , 则 它 必 控制 一 个 下 
Bh. i 
利用 Riez 分 解 可 以 证 明 Doob AJH AE, CEA 5.1.5 的 
推广 . 
定理 5.3.3 ik X= (Х,, Farne N) жЕ, ERRI 
EWP (E(Y| F a), nE N), E|Y| < co, о, т жп, 
ст a.s., 则 概率 为 一 地 有 
ЕСХ,| Fo) < Xoe 
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证 证 扔 分 几 步 ; 
Сау SAH X Kik E ДААА. 对 每 个 A 号 ,办 为 
АГК = п)є Fn, MAA 


|, УР(дву = У) | YP(do) 


А[Гї{т=пу 
= У) | E(Y| r ,)P (dua) 
кєй” АП\т=н) 


— | Х.Р(до) -| X,P(doe), 
se RN ` Атев) 4 


Й X, == E(Y |. e)a в. 从 而 有 
E(X,| F O = E(E(Y |F OF O = EO |F a) 

= X, в. 8. 
所 以 Doob ЭГБ КЕ] ТЕ ИИС — kr [НИ Е Yr, 

СЬ) HERM ст < ооа. з. 时 ， 定 理 成 立 。 因 为 X = 
ECY] F n) + [Xs — ECY |F OBEC | F a) + ga IAE q = 
(mas Fas n€ N) 2936 ЕС X, > ЕСҮ|.97,)). 由 已 证 的 
(а), ИШЕ EIR ERA Е 2, E c =< ç < co а. s 时 ,定理 成 
у. 首先 有 Ез. < со, PREE, $ т,=т АА, H # 5.1 XI 
Ез, < Ето, [Б Ару = Tela 一 äm позз ЕҢ Fatou 引 


理 得 





En. = liminf En, = Eq, < co, 
k>a 


HARAR z, 及 а, = Ak, 由 系 5.1.5 知 

E(n Р) Eo as 
HAH 4€ 名 ,时 , НР ANI SRE Ж n = F op 由 上 不 
等 式 有 


1 tP (do) 2 | ma] P C do), 
{8 {г 5}С {оч А), Н 7 2 0 a.s. ТЕШ ЕЛ 


пАРСао) > aP Ge), 


[nw 了 门路 号 起 
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HBE 


= Pido), 
Paes еР(дв) ше? ‹ o) 
$ k— co, ш ЕЕ 
| TPA) > |040), VAER o 
Anio Піт <=) 


Bosgra со s.s., LARE Eml F o) = x, a- s. 

(c) 最 后 证 一 般 请 形 ， 仍 如 (b), $ X, = E(Y]27,) + т, 
т == (ma 32а, пе N) DIALE BEM 5.3.2 HT п ZY 025 
m = М. + H,. 男 一 方面 对 非 负 上 鞭 ， 必 存在 随机 边界 范 数 : 
Пе — ge, Ёл» < 00, 于 是 可 到 jw 写作 :pn = ЕС |087) + 








[то — E Col F a)l. 但 由 Ricsz 分解 的 唯一 性 知 《 因 为 M, 


Elna) F a)}), H, S= nm 一 ЕС |87). ШЖ ӨЮ 

Xa = ECY + wel Fn + П.. 
ш (г) 知 ,只 需 对 百 验 证 定理 成 立即 可 。 由 《〔b 1, ЕЖ Де 
有 有 


> 
Í Aie =e п.Р(20) | АП < I,P(4)5, 


BANN 09679, ATA H. == 0 a.s. 改 上 不 等 式 化 为 
Í, -Pdo > | H.P(do), WAE F os 


ЖЕП ECRI SU.) < H, a.s. EE 

ЕЕН Н Xo = Y + я, Е ЕХ НАЛ р, 
k СЕСХ. 1.977), n€ N) E: Ek X BS Dirichlet #Z, 

ТНФ Еу Dob 分 解 ,我 们 引入 如 下 定义 

ЖУ Б.ЗА ШИЛ CA,, n> й) PRF ШЕ 0 = 
ASS A, < + а. в. 我 们 地 可 以 称 之 为 增 过 程 ， 

注意 在 定义 里 我 们 并 未 涉及 它们 对 上 升 RI CFO ЖЕ 
适应 的 问题 。 如 果 增 列 4, € F avos 则 称 此 增 列 为 可 料 增 询 . 

HF (4), а s. 存在 im A, 会 4。， 著 4 为 可 积 随机 变 
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B , 则 说 此 增 列 为 可 积 增 列 ， 
Ж КАУ (Ana) 为 CF n) 适应 ,县 ЕА, < со, s€ N. 则 (Ans 
Fan > 0) ААК ЕЁ. 对 每 个 = E X 


== > E( 4, — Aral F a-v) > 0, Ашу == 0, as. (2) 
к=0 


增 列 САТ, п 22 0) Е РБ z tu (2) 的 可 料 对 偶 投 影 。 

命题 5.3.5 ЕММА Ans, Fan п> 0 中 的 每 项 为 可 积 。 
《43ayP 空 和 为 它 的 可 料 对 偶 投 影 ， 于 是 М, 2, — И, п 0 
5 31 

证 对 每 个 2 之 0, 我 们 有 

ЕМ» |F.) = EAs — Ail F a) 


= E [Anu — > Е(А, 一 dral F a-vo) 


— ЕК (Ам 一 Al | 


= A, — 45 = My э. s. ЕЁ 
由 此 [可见 非 负 下 就 增 询 (da) 可 以 分 解 为 
A=M,+A, ` 
Ж (M., Fas z Z 0) 2000, Cai, n > 0) 为 可 料 增 列 . 对 于 一 
ЖОК iba ААА. ТЗП ЫЕ L ha yaz. 
定理 5.3.6 (Doob 分 解 ) 设 X = (X,, Fas n 2: 0) 为 上 
bk. T R S E УУ: 
X, =M,—A, пй Cas). (зу 
ЖЕЕ CMa, F ng п 22 0) 2088, Ae z Z 0) 为 可 料 增 列 。 


证 Ж л,=0, 4, = Sl EOU Хы] # О, n > 1. = 
*=0 


HL СА.) Жүн УП, 4 М, = X, + Ans 于 基 M aai — M, = 
X, 一 E(Xsn| F a) 出 此 知 (Mas F „уп 22 0) Ж, 从 而 得 
DEG). 

wi., aA ARESE X, = М. 一 Aa, TE 
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有 | 
Ara 4, 一 (Мен — Ma) + (Xn 一 Xar) 

由 可 料 性 知 , 若 把 上 等 式 两 端 对 .多 „ RAMA ,得 

Ары — Ar X, — E(X, |. = A. 4. n> O, 
但 4, = A= 0, MERZA A 一 Arn 221, ММ, = M; 
a.s. n 220. WE 5 : 

E 5.3.7 V+ H = (T,, Fanon N) Ait, WEER RE 
ЖНВЭ СА, nE N), EIEN a > 0 A 
| П, = Eha] F e) — Ans 
此 处 4. = lim As, 

证 由 Doob ARER H, = мМ, — A, ШЕМ, A 
为 可 料 增 列 。 往 证 M, = Е(4.1.97,) а. s. 我 们 有 0 SAS 
А, Ё | 
| EA» = lm E A, = lm (ЕМ, 一 ЕП») 

= lim (EM, — En,) = EM, < co, 


所 以 (4,) AER, A 22 0, B no B$, ЕП, — 
0 (BH |0, 一 Hol —0), #& C) 也 为 一 致 可 积 族 ， 从 而 СМ.) 
是 一 致 可 积 白 , 且 由 定理 5.2.6 知 概率 为 一 地 存在 hm M。( 一 Me)， 


及 ЕСМ...) = М, (88 п, = M, — 4, 1,4 n оо Еў, 
П. == 0, Ж Ma = Зь 所 以 M. = ECA Fa), 证 举 

由 这 个 条 看 出 对 任意 位 势 r, 存在 可 积 可 料 增 列 【4。)， 使 得 
П, 一 ЕСА„|.# „у — An MZDE HE Aa, 97, п> 0) 为 适 
Бн] ЖАЛУ (EA. < со), ЕСА.) 一 4:4 这 0 必 为 位 
ж. 10 

MEE, А„| F n) 一 Ann 

RIRES (П, Fa, n 2 0) 为 适应 可 积 增 过 程 (4,) 所 产生 的 
位 势 . 

Ж5.38 设 X =(Х„, Fane N) AER E ЫА F 
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k Y = (У., Faon E №), T EER RSS] Ca, 及 对 M ,使 
得 对 一 切 n > 0, 
Xs = Ma + ElAw| Fn) As, as 


证 由 Rissz DERA 53.7 立刻 推出 本 系 。 证 毕 

下 而 我 们 给 出 增 列 《4。) АЕК 3 PE, 

EW 5.3.9 IYF A) Xy CF a) EMAR, 09 (4) 
是 可 料 增 列 : 当 且 仅 当 对 每 个 有 界 骸 M = (M ,, F asf € №), {В 
有 


ЕУ м,(А„— 4,3) = ЕМьА», 
я=1 
此 处 M. == lim M pe 
证 必要 性 。 设 (An) 为 可 料 ， E Аз =< оо, 因为 
ЕМ „А, = E[E(M ndal F a)l = EM nadas 
Wr EH ES ШШЕ ТЕ НЕ АП 














= N 
Ë > М akda 一 Araid = lim E > M ,_ (A, 一 de) 
8=1 => җ=1 


N 
= fim $, ГЕМ,4, — EMa-1An-4] 
=1 


= lim ЕМА = EM. AQ. 
充分 性 ， 由 条 件 : 对 每 人 有 界 骨 M。 有 


Е У\4.1М,.1— М.) = 0, (+) 
w=1 


对 任意 可 选 时 т» 258 M T r zD SRE; м? A CM inn F gs 
sé 人) 由 下 面 的 注 知 M 仍 是 有 界 舱 ,把 (4) 式 应 用 于 м", 得 


E D) AMan М,) = 0. (5) 


ЭЭҢ ит = 1„т=2,г = 3, ++, 则 由 (C5) 得 
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ЕАМ, 一 мд = 0, 
EACM, M.) = 0, 


ЕА„М„,— ЕА,М,= 0, #1, 
BEHEA s l 有 | | 
ЕІСМ. = Ma Aa m ELA ,.2))1 = 0, (6) 














现在 取 
М, = sign (4. 一 Е(А„| F aa) 


EX: MOEM, F ak < n, 
М „ъа м, me == 0, 
于 是 (Me k > 0) ДЕ, RAWO 
0 = El(sign [As 一 ECA, БУ na] — М, D (A, 
— ELAN F aD = Е{А, — Eda) Fa) 
— EI M. CA, — ЕС, |.97,-3))} 
= E |da — EAs) F ah. 
ШЕП А„ = EAn) F na) a.s. 07207,8) 4, 为 F o ERR 
每 个 #2 人 0. ШЕ} 
注 HERL, ТШ X, 存 可 选 时 r+ SERS RE X = X... , 
mat ЕНИ, RERI Xen € S, C.S, B. 
E)|X.,.a | < ©, 
Е(Х.кезо 一 X, | Fa) = E((X,., — Ha) Tne | a) 
= Locnë Xer 一 Kal Fa) = 0. 


54. 连续 参数 的 加 


设 X = (Xna F, z€ R.) Её, F R. 中 的 子 集 ， (X,, 
z€ F) ЕЗБЕ а, 8] 的 次 数 СЕ, Га, 21) РЕ: ЗК Е 
НАВТ Ta = Gn, to в), А < "°: Eta, n 29 
任意 ， 序列 (Xas r'a X,,) k == La, ó] RE RAR vt Tas [в, $?) 已 
E Sl 中 定义 ;下面 我 们 定义 
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(Е, 1а, 5]) = sup „(Т„„ La, 51). 


引 理 5.4.1 对 上 款 X。 恒 有 
Ee(S Nir, sls la, #]) < ER а), 


Ж s R R, 里 的 一 个 可 数 稠密 集 . 

证 把 yy 添 人 3 里 ,上 穿 次 数 只 会 增 大 , 故 不 妨 设 r, € S. 
把 57, z] HER {л = r, n == sns сзсз, сс]. HR T, = (л, 
ns 5), 7, Там = T, U {tnet etta 县 
[r, z] 里 的 任意 有 限 子 集 必 含 于 某 个 Ts。 中， 因此 | 

(5П 1», ғ), [a, b]) = lim (Та, [a, ё]). 


车 把 T, PATERA MRES е с < fa 7, 则 
(X,, Хи, “ Хе, X,) % ЕФ, 从 而 由 定理 5.1.11 知 


Ev(Te, [a, 5]) = EX Ta, 


НИҢ ҮР ЖЕН 518. EE 
引 理 5.4.2 ix [1%й,5 > R, 中 任意 可 数 秽 密 子 集 ,考虑 
Чже (X,, z € SY, 则 对 几乎 所 有 o, 局 限于 3 的 样本 Х.(о) ER 
的 每 个 点 上 都 存在 左右 极限 。 
证 < 
Haes = {oCSNMN {0, n], La, 51) = +оо}, 


= U Ü Нш» 


с m= 
“E Q 


їз E— 5] ES H E SE ШЖ. НЕ 5.2.1 的 推理 一 样 ， 当 o é H, 
z€ R, 时 ,下 列 极限 存在 : 
lim Хо) = Xe pC) = Х. (о). їЕ P 


Н: 


518 5.4.3 i X = (Х,, F 1з IERD JER, 5 (z,) 为 
R, PAI FREF Д СХ, ) 为 一 致 可 积 族 。 
证 ”由 于 , =< Inis H ЕВЕ Я ECX anal F D = X,, 8. S. 
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Жа Y. = Xn Fn = F n 则 瑟 不 等 式 可 以 写 为 
ЕСУ, 119.) < Y,, (1) 
所 以 СҮ», Fon, n у> 1) BRERA mE 
EX, > EY, > EY,_, > EY, = EX,» 
Мй вир EY, < со, MEE СУ.) 为 一 致 可 积 族 .六 为 EY, БЯ, 


于 上 有 界 , 所 以 存在 lim EY., KIER s 0, FE (6), 使 得 


0 =< EYa— EY ko =< 8, x пост &С=). 2: (1) 1,24 п 2 кє), 
HES rc > 0, A 


| | Гу, PCa) = | y 一 | y 
Ст 1227 {Үт} | 


= EY, — { Ya — Í 
{Үлес} Үнс} 


< ЕУ, -| 


Ү 一 | Ү 
{Уз с} * 1 * 


< БҮ, + в -| Y, | Yk 
Түс? ty < 


+ | ә š |а у= в + ИТА Q) 
但 对 一 切 = ,有 | 
ру. > с) < BlY l] < EY, + 2 EYS 


E c 





EX, + 2E|X,.| 


< ——  —ü0 (c — co) 


[(Y,) DERRI К Yne Sa, Ж (У. ЛО, Fa) 60 Ek Z 
„АЛП (Y;, F 22 FREF], FE EY; < EY = ЕХ < E 
1|X,.11, 由 此 知 


sup а [Үк 1РСаш)у 一 0。(c оо), 


故 由 《22 得 


Em sep 


# = 
р» nok а 7.120) < в, G) 
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此 多 ,因为 Yis Tta Ya хаг, Р ё >= 0, 可 雇 找 到 L > 0, 
使 得 


sup | |Y,|P(2a) < e, Ф 
єй ЧҮ; > 


(35, (4) 机 结合 , ET (Yo ARERR, ЗЕ 

注意 ,由 证 明 里 看 出 EIY。,{ < ЕХ, + 2F1x,. < оо, 请 读者 
自己 与 定理 5.2.9 的 证 明 相 比较 。 

定理 544 i X = {Xn F EROALE, A 

(D Х, > E(X a] F) a. s., 

Ke- > E(X, |F Ja s.; 

(и) (Xs F a’ t € R.) Е; 

Gi E CF) 为 右 连 续 族 ， 为 要 (X,, : € RO RREH 
E. А14 (ЕХ, гє RO 为 右 连 续 消 数 。 特 别 言 之 , 每 个 堵 都 
有 右 连 续 修 正 ， 

证 

G) RER GES (О. ГН) р k Gn o), 
由 引 理 5.4.3 知 (Xi, я > 1) 为 一 致 可 积 族 ,由 上 炽 性 知 

X, > E(X |F) s.s. 





4 n— со 得 
X, > E(X,,| =,D а. 8. 
另 一 方面 , BREE (cs, 使 得 snfi(z — со), ЕХ Y, = 
X,, — EXP a) 2 0, A CY g z 221) ЖАРГА ЕА, Ж 
为 一 地 存在 fim У, = X 一 ELF) 0, 


(ú) Uk. 0, 本 个 站 CS s.l] e, (2.35, a 由 引 理 5.4.3 
RI Kaa)» (ХЕ, НЕ и є a CF n 由 定 








| X, ,P(4o) < |, XPda). 


|, харо) < È x, Po), 
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HER 4€ Sr... BER CA, FdE ROYALA 

(ш) 在 假设 7 a F, H G) 3 X, 2 Х,, a. s: 出 此 知 ， 
EK X, = Х,. а.5., Н {4 ЕХ, = EX,;,。 于 是 当 ЕХ, = EX, 
a (Kas Fe t€ RO ухаа 15. 

上 反之 设 Y = (Y,, Fa, z€ R) ХАЖ Е, 于 是 由 
X, = Y, a.s. 知 EX, = EY, 但 由 引 理 5.4.3 NI, H (9), indt 
BT, 





ба EY., = EY = ЕҮҲҮ 右 连 续 )。 
由 此 知 EX, 为 右 连 续 ШОЁ 
定理 5.4.5 X= (X, Fat < T) XARA, WI 
G) Es([O, T], Га, bI) < БО; 


《ii АР{ sup X, Z= Арс EX, + EX, (А> 0); 
Gü) AP{ iof Х,ар EX; (> 0); 

i€[Ü,T) 
Gv) 若 久 为 非 负 右 连 续 下 款 , 则 对 1 二 p< 二 оо, # 


» P Y rx 
ЕС гр,” < (pEr) кў. 

. 证 这 几 条 的 证 明 都 相似 ,其 思路 是 先 把 诸 不 等 式 右 边 鸭 10、 
T] BA SAL, T], 去 证 明 不 等 式 成 立 ( 例 如 引 理 5.4.1), 然后 以 
此 为 根据 ， 利 用 过 程 的 右 连续 性 知 不 等 式 的 左边 去 掉 S 后 不 受 影 
唤 , 便 得 要 证 的 不 等 式 , 其 中 5 是 包含 了 的 一 个 可 数 稠密 子 集 ， 对 
离散 参数 的 情形 ,不等式 《iD 以 前 没有 证 过 ,我 们 就 以 Gi) 251, 
给 出 其 证 明 。 把 5 的 元 素 记 为 (6 = T, 5, һ.„ +++). RAEE 
知 

АР{ ‚бор, X, А} = ¿Pí sup X, > 11. 


te 519.1] 
但 对 任意 小 的 s > 0, 


{ sun nC U (sup X, Z: 1 — =}, 
ESNE в=р {65 
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由 此 知 
(2—є)Р{ sup X, Z 41) = (А — e) lim P[ sup X 2204 — в). 
ESN T] п-к iga 


AE, RGE GO 只 需 证 明 , 对 任意 2 > 0, 有 
АР{ sup X, ALS EX, + ЕХт. (5) 





ЖШ Ga = T, sl... faj ЕҢ КЖ Ж ЖЕНЕ а < g< М - <, = T, 
于 是 (хе, Fs і == l, МЫШЫ n) ии Я EM 


rm) = inf (k: sup Ko) 2 4}, 
如 果 (зыр Xe < 1), 则 定义 ro) 一 wn， 我 们 有 


ЕХ, = EX; = f sup Хх | Х+РС4о)) + (хиа X: ‘Pldo) 


іе I<" 


= AP {sup X; = 4+ СЕ <} Х,Р(2о) y 


但 iw .<sKe(4e)> | апага РО) 


ія 


> |. a xpP(ee) = — EX7. 


由 以 上 两 不 等 起 立刻 推出 (5)， 证 此 

如 果 把 定理 5.4.5 里 的 假设 жже” 次 为 “过 程 为 可 
分 ”, 定 理 仍 能 成 立 。 | 

定理 &4.6 ЖХ = (K,,Ə”,, : € RAGER LACH), 
则 几乎 所 有 洋 本 没有 第 二 闫 间断 , 且 在 每 个 紧 区 浊 上 有 界 ， 
_ Ж 因为 过 程 为 右 连续 ,再 由 引 理 5.4.2 及 上 定理 知 ， 下 列 
RANTE 

H= U U (0, а], [a, 61) = +оо}, 


чїй _ та] 


с. bE Q 
FRAS o é H F X. Со) 的 堪 概 限 存在 ,从 而 没有 第 二 类 间断 ， 
令 . 
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A= Ü Г [sup X, > a) U Gaf X, < — m), 


m=i л=] 


由 定理 5.4.5 知 4 为 堆 概 集 , 故 当 o é Ait, X. Ca) ERREALA 
R. ш. БИ 
关于 当 : 一 со 时 的 的 牙 效 性 ,我 们 只 叙述 其 结果 ， 其 证 明 与 
BESE JEHA, EMA. 
定理 5.4.7 
G) WX = (X,, ж, гє R) ЮНЕ ТО, 
sup ЕХ =< со 


(此 条 件 与 sup EjX, | << 等 价 )， ДНЕ А — 地 存在 极限 
lm X; (= Xe), 


R 1х.) < о. ЯЕ, ВЕЗЕР: пах = Хх) 
B (X,, z € R) ЮТ, 
Gi) ХЕ АС), Ж Х.Х. 2: 1) 的 充 要 


REE OXID 为 一 至 可 积 族 。 在 此 条 件 下 。X zs Xa, B x. 
是 最 近 的 封闭 元 案 . 

С) AX AIEEE Й ER r > 1,зрЕ|Х,<соо, 

则 《|X17 为 一 臻 可 积 族 ,从 而 X, се Xas B. 
Е|Х = sup E] X 1". 

Gs) 设 X ЮН. 欲 存在 可 积 随机 变量 Y 使 x, 一 
EIF) ss ， 当 且 仅 当下 列 三 条 件 之 一 成 立 : (a) GX.) 为 一 到 
可 积 族 ，(b) X, -> XS, (сўзорЕ|Х,| < оо, 县 概率 为 一 地 存在 
шаХ,(=Х„),{#@@ X, = Е(Хь| F) а. з. ОХОТЕ И 
8). 


ЭУЕ Je — PF, — КЕТА РЕ Б H = (H,, tt 
К.) 称 为 位 势 , 如 果 iim ЕП, 一 0。 由 此 立刻 推 知 在 在 
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im R, = T), 
£ == 


RE H. = 0 а.в. 我 们 间 样 可 证 Riesz 分 解 定理 ， 

定理 5.48 (Riesz 分 解 〗 jE X = (X, ж, E R.) у 
Ў ГЮ, КЕШИК ТЖ 了 = (СУ, Fat E Ку), TEETE 
地 分 解 为 ; 





X, = M, + П, a. 8. 

此 处 М = (M,, Fat ER) D, TI = (IL, F is z€ R.) 为 位 
ЕА 

对 连续 参数 的 情形 ,也 有 Doo 可 选 定理 : 

定理 5.4.9 《Doob 可 选 定理 》 i X 一 (Xss Fis 16 R.) 为 
右 连续 上 较 , 且 它 深 制 某 个 正则 款 , 于 是 对 任意 可 选 时 vs r, <r 
a.s., 有 

E(X | FO) = X, в. $. 
证 定义 可 选 时 Ts 及 oo 如 下 : 


s ¿ 
Та = Ja l jil ere} + со F iras 
per 29 T 


— k 
Ta = È ga (a<) 十 Qo lu=ms 


t=1 ё 
于 是 对 任意 #, 可 设 о, s< raa. s. (Т ШР) z; Лт» 代替 oa), SI 
Tait, со {оп — оо), FTARARTEERE 
ЕС(Х „| F on) < X,, BS п=1,2,*°*, (б) 
往 证 (Xas п 22 1), СХ.» п 22 1) 汶 一 至 可 积 族 ， 只 需 对 一 
族 去 证 明 , 为 此 , 记 Y. 一 Хы, 多。 = б, 于 是 Ya, Ч#„,п;>® 
1) DERRI AERA HIA AER 
ЕСҮ»| Fap) = ECX onl F „\,) =< Kongi 
由 此 仿照 引 理 5.4.3 的 证 明 立 刻 知 (Y,) = (X, ) 为 一 数 可 积 族 , 
取 尾 意 Ає .多 ,因为 S.C sr. n= 1.2, -:., KAE 
F on BCEE 








= Ү. а. 8. 


X, ,P(du) < f ХРО ав}, 
4 4 


1 
x 


Qa оо, 上 不 等 式 变 为 (因为 (和 ) 及 (Хы) 为 一 致 可 积 ,县 环 
右 连 续 ) | 
j. XP < Í X.P(do), 


区 任意 4€ Ж, ， 这 就 是 ЕСХ,| Sr) < X, a.s. ШВ 

ЖІ # X = (Хх, ©, : € R.) ЧЕТЕ Б, Н 
X, = 0, 此 处 工 为 可 选 时 , 则 X = 0 ХЕ {т сг} E. 

注 2 ХАНЕ ШӘЙ, o, r ATENH <r a.s. Mi 
ECX. ,及 = X, a. 8. 

EI 仿 在 定理 54.9 的 条 件 下 《或 臣 为 右 连 续 正 则 蒜 )， 则 对 
TESEH о, + 有 | 

Е(Х,|.97,) Xen, 

在 拷 的 情形 下 等 号 成 立 。 特别 X = (Xas Fo t€ R.) 为 上 
№. 

事实 上 ,由 右 连续 性 知 X, € r, ( 定 理 3.5.7), ДШ Х.Г. 
Fa 再 由 定理 5.4.9 有 

ECX: | Ж.) = ECX, laso + Хо Fo) 
< Kolega H Xolis = Xira а. 8. 





$5. ЕАУ Doob-Meyer 分 解 


在 这 一 节 里 我 们 要 把 上 舱 列 的 Dob 分 解 推广 到 连续 参数 的 
情形 ,为 此 需要 引进 一 些 硫 念 。 

定义 5.5.1 GERLI X = (X,, sr,, t€ R.) 称 为 类 (DY 
Е, Л (X Los, тє F) нр, t #7 为 所 有 可 
选 时 组 成 的 族 , 

如 果 藉 为 类 (D) ER Д (X, 为 一 致 可 积 族 ,于 是 由 定理 
5.4.7 知 ,概率 为 一 地 存在 lim X,(=X.2. іН #38 Н ЙА — 
致 可 积 上 鞭 不 属于 类 (D), 参看 Johnson-Helms。 

定理 5.5.2 


> 205з 





o G> É Х = (Xi Sr,, гє R.) AEEA kA ТАСИ PE sk n 
Ежә, TE x ЖЖ (D) 过 程 。 

Gi) # X = (X,, ‚гє R) ЮЗАГА, MA 
类 (D) 过 程 ， | | 

(шу 车 X = (X,, Fat E RO 5% БФ, WAELAH 
可 选 时 序列 (rw), raloo(n 一 оо), 使 得 X's 为 类 (D) 过 程 . 

证 

бул X = (X,, э”, ERO AEE T šh, ДИН Doob 
ТЕЕ, {ОЕ P) eo r 有 I 

X, =< E(X. |. a. s. 

{В (EX 部), тє Z) ГК (X,, тє 97) 也 为 一 
致 可 积 族 ， 

(и) E (Х,,97,, tE R) 为 一 数 可 积 揪 , 则 由 定理 5.47 ЖП 
X, = Е(Х»|5#,) a.s. 此 处 X, = lim X, a. $, 故 由 定理 5.4.9 知 ， 


对 任意 可 选 时 r, 有 
X, 一 Е(Х=|.# у) а. S, 





(ш) 4 | 
Ta = inf [z: іХ, 22 аЛа, 
та APER, retool — со), (Хе, Fao ré RD PALKE 
E|X,,| < оо, KAERT EH r, 有 
| {Х| = |X;,. | < [Xeni + n, 
HET, X's 228 СР) Е, Wu 
定理 5.5.3 设 X = (X,, 5,, : € R.) JEER EMES, 
令 
R,{w) = inf {;;К,(о) Z п}, 
Thx 228 W) 过 程 的 充 要 条 件 是 
lm E(Xx, Пк „со = 0, 
证 由 定理 5.4.7 知 ,概率 为 一 地 存在 HmX, 且 其 极限 为 可 积 ， 
及 由 定理 5.4.6 ALENE FER Х. Со) # (0, со) 上 左 极 限 存 在 ， 
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于 是 对 几乎 所 有 o, Å п оо pt, (R, = +o, ҮЙ 


m Хро = Ü a.s. 


TERMA F: = Р, 对 一 切 4 否则 考虑 (X,, 名, t€ 
R.). 先 证 必要 性 . 设 X 为 类 (D) 过 程 , 则 (Ха, а, оо n 22 1) 29 
Т. н 

.im Е[Хк, Гос) = 0. 


再 证 充分 性 。 设 * 为 可 选 时 , 令 4 = {X, 2 n) € 多。 т, Ab E: 
а, Н R, «т. 我 们 取 X. = 0 а.в. FE (X,,: € R. 0 
DEES E h, йй 

ECXl oy) = |, ХР(до) 


= EX, , = EXR = EFlXxk,la, < 
+ Хь, Рв, оу] = ЕЁ] Хк» Г]. 
HRPA i о — оо Еў, sup ECX,Tix >») — 0, 这 就 是 说 ， 族 


(Хш, TEF) 为 一 至 可 积 ， 证 毕 

ЈА о (S, 为 右 连 续 。 

ESSA HERIEU, Fan гє R.) 称 为 增 过 程 , 若 对 
MEB o, Або) = 0, 4.00) < А00), š; s< r, 荐 还 有 EA" 
< со, 则 称 4 为 可 积 增 过 程 ， 增 过 程 4 称 为 可 料 增 过 程 , 车 对 任 
意 左 极限 存在 有 连续 的 有 界 正 肯 У, BA 

E r Үү, 44, = EY. As. (1) 


读者 可 把 这 个 条 性 与 离散 参数 情形 的 定理 5.3.9 的 条 件 相对 照 。 
为 了 今后 需要 ,我 们 证 下 列 Lebesguc 引 理 。 
5138 5.5.5 ja y А, 上 定义 的 非 负 右 连续 非 隆 车 数 ,允许 
取信 十 oo , 对 每 个 1€ R. EY: 
с) = inf (+: Cs) > г}, 
TE (G) PE q EEA ‚п Н. 
als) = inf (r: e (2) > 1. 
车 还 有 а(0) = 0, ШАА, 上 性 意 非 负 Borl TARH f, 有 
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证 引 理 前 一 部 分 的 证 明 完 全 和 定理 1.1.1 的 注 里 的 证 明 一 
样 ,此 处 从 略 。 往 证 后 一 部 分 ， 设 a(0) == 0。 为 简单 起见 可 设 a 
+. RIR Се) = Le. G), RITA 


[оаа = aG), 


(O кедш = |?” toe) a 
= inf [z: c(2) > s] = als), 
从 而 得 fda б) = 人 ”Ke(D)az， 对 一 般 的 非 负 Bord 可 测 


ВАГ ЛАРЕ ЕЯ. 
定理 .5.6 gR RLE s Fi, te №.) 为 可 料 , 当 
且 仅 当 对 任意 左 极限 看 在 右 连 续 的 有 界 正 黄 了 及 任意 了 > 盖 0， 有 


N 
EÍ YdA == Е k У,_4А,. (2) 
о б 


Ж %®5ШАЯ{Е& ЖЕ РӘ 了 《不 需要 堪 极限 存在 及 有 界 )， 
RATE A, A 


T 
E Í ү4А,= EYrAr. (3) 
д 


& со) = іа {s > 0: Aka) > т}, с Т} = [rAr > 
t), ИТ), 


T Ат = 
Í Y d l, == | Y. dt = | У.Г ,ат(2)42 
© 9 0 
= 人 Y, u ad Ы 
5 


由 此 得 Е |, Y dA, 一 人 ЕГҮ „сууй, 
但 с, Жар, 5 wrea < TY€ F s AE 5.4.9 的 注 3 ЖП 
E[Y lean] = El Y тЇ шт] = Eeen Е(Үт| 5.2] 
= E Y rlen] 
代入 上 式 , 得 
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T ж 
Е |, Y аА, = | ElYrl.,<r.1 dt = &ҮтАт, 


(3) 式 得 证 。 
条 件 (2) 的 充分 性 容易 证 明 。 由 (2) 对 任意 荆 之 了 有 


т 了 
Е | Ydd, = Е | Ү.4А, = BYrAr, 
ә 0 


由 此 令 T -> co 人 重 得 增 过 程 为 可 料 的 定义 条 件 (1), 
往 证 条 件 (2) 为 必要 的 。 由 定义 条 件 《1) М (3) 立刻 得 到 


E r ү, дА, = Е | У4А,, SHER2Z2SERZE ZE EEEE BDE ЛЕ E 


ЖУ. ПУТИ ҮТ = (Yar Fi t€ R), 它 仍 是 左 极 
限 存 在 的 有 界 正 扶 。 把 以 上 所 得 的 等 式 中 的 Y 换 为 Y7， 就 得 条 
FO) Е . 
定理 5.5.7 VH = (L, F tE R,) 为 右 连 续 位 势 ,而 且 为 
类 (D) 了 过程, 于 是 存在 可 积 增 过 程 А = (4, 多,, : € 民 ,), 使 得 
对 每 个 :6E R, 有 
M, = ЕЁ(А»| S )— A ms (4) 
增 过 程 4 可 以 选 为 可 料 增 过 程 ， 当 4 为 可 料 时 ,分 解 (4) 是 唯一 
的 。 
和 离散 参数 情形 一 样 ,我 们 称 了 为 4 所 产生 的 位 势 
证 HERE, Ж: H 中 抽出 的 位 势 列 (Ti-*， 
F ar kE М), BA 5.3.7 知 , 在 在 可 积 可 料 增 列 CAP- i = 0, 
1, 2"，*》, 使 得 | 
Па" == ECP |F a) — А00", (5) 
此 处 
АЧ” = йш A -=. (6) 
FEE (00, яе N) 为 一 致 可 积 族 。 令 
Taa = inf 142%, Аут > А}, 
由 于 Ahy € F any WZ Т», JE CF ы-", kE N) 可 选 时 。 显 见 
{д SA} = (r, < оо}, ВЖ Пыл = ECD] Sr. a) — А”, 


= 209 a 


e s. 由 此 得 


| О APPC) = FLAP sn] = БЛ Leases] 
= ЕГА О u ac] + EEN, pakea] 
= АР{АЧ? > 11 + E[HR, al; ass], (7) 
由 【7) 得 
ЕКСА — А) злу] = E[( 42?) — Aa) wman] 
= E[Tt, lu, a< y]. (8) 
EESK T AEU >u]; СЗ 
АР{ А9) > 21) = Е[П, аар]. (9) 
H(7)(E 24 代替 2) 及 (9) 得 
[ea APPC da) < 21Рі АЧ? > 211 + Е(П, аә] 


=< 2EF[TL ce 
+ ELH, aake, эсу], 《1 0) 


Pfr < со} = Pi A > 11 < " EAD 


= T EB — 0 (а оо), 


Ыл (D) 过 程 , 参 看 定理 5.5.3 的 证 朋 , 由 上 式 得 
Ет зир ELM, деи] = 0, 


Р 7 я 


# НЕЕСІ0 8 


lm sup АЧОр( до) = 0, 


Í (m) 
Les A 
BREH, ne N) 为 一 致 可 积 。 由 Dantcrd-Pettis 88 RIE 
则 定理 知 , 罕 在 子 序列 G), n оо 及 可 积 随机 变量 Aos 使 得 
对 任意 有 界 随机 变 盖 Z 有 

Ha EZ AG) = EZ As. (11) 


k> 


ФМ АДЕ (El F tE RO 的 右 连 续 修 正 ( 用 到 了 《入 1) 为 
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右 连 续 族 )， 对 任意 2, КЕЛ) 中 的 两 个 数 r <, 我 们 有 
4 = И", TEAOR 
ELAP у — II, < Е(А?| 59) — Mes 

HZ л = п — со, 由 上 不 等 式 得 

M, — П, < M. — П,, (12) 
$ ASML, HE АНУ Л.З БН REA EER, НО 12) 
4 ЖЕСЕ П, = E(A D| Fo) = Е(4.1.5,), Ay = M — 
П, = E( A. |.) иш E(A.| Fa) = 0). 

因为 im 了 = 0 а. 
lim M, = йш ECAs] = Ea] F a) == A=. 

所 以 im 4, 就 等 于 上 这 所 求 得 的 4。 这样 一 来 , 便 得 分 解 


п,=м,—А,= EA F d — An 
往 证 4 为 可 料 增 过 程 。 令 Y 为 任意 左 极限 存在 右 连 续 的 有 界 
ЕВЕ, АЕ, НЕЕЦ ОСЕ ЯП 





Hm > E| Yoana Аш” — Ar") = Е N Y.-dA,.. (13) 


ase ут 9 
但 由 于 Ya-s Foar, 所 以 


> El Ya AG. an 一 4, -")] 


š=6 


= > EL Yar EÇ Auu — Аа". ao) 
i=U 


= > ELY or Eae 一 Ho. as | Жуу») 
#=й . 


= > E[Y s AiR" 一 APR) (14) 
f=D . 


由 于 Afins € F ara 以 而 有 . 
E Yard hu] = ELAR ECY uye mn] 8” —a)] 
= ECY una td Gan). (15) 
+2711 + 





ЖЕШ 13),(14),(15 
Е r Ydd, = lim EY. dP, 
但 Yo = lim Y, 为 有 界 , 改 由 (11) 及 上 式 得 














Е N Y. 4А, = EY. A... 
í 


这 就 证 明了 4 为 可 料 增 过 程 | 
最 后 ,证 分 解 的 唯一 性 . 设 另 有 一 个 向 样 性 质 的 分 解 
П, == Е(Вь|. F.) 7 B., 
Жван, ,于 是 由 可 料及 右 连 续 性 知 


ЕҮ.В. = E N Ү, В, 
= lim E >) Ya Baam 一 Ba") 
>> ixo 


== jim > E[Y n (II =n kas Hasor). 


此 外 也 有 


ЕҮ.Аь = lm >; Е[Уһ-"(Па-" 一 Палос"). 
== уш 





故 对 一 切 非 负 有 春 随 机 变量 Y. 都 有 ЕҮ»А» = ЕҮ.В., MAT 
А = Boa. s. {А ElAa| F O — 4, = El Bol. F) — В,, s. s. H 
А. = B, a.s. 0) z€ R.,. EE 

ШІ 在 证 明 里 我 们 证 明了 当 位 势 H 为 类 (рә 过 程 时 ， 
CAP, n€ N) 为 一 致 可 积 族 ， 上 友之, 若 《4 四 ,wn € М) 为 一 致 可 积 
族 ; 则 由 定理 证 明知 П, = Е(А„| F) — 4,, Ш AQ. E. A BS 
BERSED), FEIERT Ar, E H. < Ele F.) 
由 此 知 H буд (D E. 

注 2 Ro BE (SF) 为 右 连续 ,4 = (А,, Fat € R.) 
为 可 积 可 料 增 过 程 ， 则 对 每 个 :EE R ., A, € Sr,_ (的 定 gr, = 
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Fa). | š 
为 证 此 ,考虑 由 4 所 生成 的 位 势 

H. = ECA] F) 一 Ais 
WEB (ECA.| Sr), = ,, r€ R.) 取 为 右 连续 楼 正 , 卫 为 类 (DD 
位 势 。 如 定理 的 证 羽 , 对 每 个 n, AMF (А О», 一 0,1,2,…)， 
使 得 





Har = ЕСАС?| F at) — Ata. r= 0,1,2, 

ЮЖ AE 7 ара" i= 0,1,2, 0, вя = ) 使 得 
AP BKAT Аз, | 

HEA 0, n ге G”, G + 122731 时 :由 上 式 得 

Elenin l| FO = ЕСА жж) — AGB", 

另 一 方面 ,由 П; рат" 一 Е(А.. | ъа") 一 darn", A 

Egyr] Fi) = ЕСА) — E(Ac.oa-5| 57). 
比较 以 上 两 式 得 : Bi z€ G2", G + 1])27"] 时 ,有 

Ela] F) = Е(4 一 Aerm al A + Aha, (ж) 
由 于 427 ИТР Ae, MM ECUS F) ер Eel 
F) BETH À Bi PE БЕКЕ Ар 

E| ECA usay lF 一 A|—0 (= > оо), 
所 以 在 (# ) 中 取 子 列 Gr) В, т оо, А-и SSW СР A, IB 
Ана" Є Far, WA EG, G + 12277], Ж AGr € 
F 8) я, FEE A, € F, rH Danford-Pettis 弱 紧 准则 
知 (Atih ) 为 一 数 可 积 s f E. ТЕЛЕ ХЕ ЖЕЛЕ 25 [И] сд, F is P) 中 
也 一 致 可 积 , 从 而 存在 子 询 (n”) 及 多 可 测 随 机 变量 41, 使 得 
对 任意 多 ,- 可 测 的 有 界 随 机 变量 了 有 
EYA ЕЎ) G” — o0), 

{А БТЕ ЕГДЕ ТЕЛДЕ ЕЕ Y, EY AN — EYA, 
жо | 





EY'A Sik = ELA ECY | F ,_)] 
— E[A;E(YV |F.) = EY' At. 
HIH EYA: = БҮ' Л, 对 一 切 多 可 测 有 界 随 机 变 有 最 У', Ж 
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A. = А a-s. EL AE F i 
定理 5.5.8 ИХЕ (D) AER F Bh MEEA eRe 
料 增 过 程 4, 使 得 МХ 4 арив. YE X = M — 4 
HU EER X АЎ Doob- Meyer ү, 
ЛЕ 因为 x 为 类 CDY ЕК, зар ЕХ, | < о, 由 定理 5.4.7 


知 概率 为 一 地 存在 fm X,( 一 Х.), E. E|X.] < оо, 令 = X,— 


E(X.|2,), KEMARA (E(X.| F, S, , € R.) 的 
BEREE ME H зрну, А юж (ру 过 程 ， 所 以 由 上 
定理 知 ,存在 唯一 的 可 积 可 料 增 过 程 4, 使 得 ， 
OO K= EX) F) + ЕСА) — 4,. 
W M, = Е(Хь| F) + ЕСА] F ONAE, EE - 
定理 5.5.8 还 可 以 推广 到 比 类 《DPD》 广 一 些 的 过 程 ,这 于 分 解 
里 的 人 就 不 见得 是 可 积 的 了 ， 为 此 , 先 给 出 如 下 定义 
定义 5.5.9 AERLE Х=(Х,, Fr rE R.) 称 为 类 
(DL) БӘ ОВ а є [0, со), (X,, тє.27,) 为 一 致 可 积 
族 , 此 处 T, ERA 2 为 上 界 的 一 切 可 选 时 构成 的 类 。 显 见 类 
(р) 包含 于 类 (DL) ф, 
用 与 定理 5.5.2 HELGER, T 可 证 
命题 5.5.10 | 
G) АТАВЫ ДА (DL) 类 过 程 。 
(b) й вайа (рг) 类 过 程 ， | 
_ 定理 5.511. RXR (DL) AERLE, 则 存在 唯一 的 分 
解 : 














XM 
此 处 M 二 《Mi ‚гє Е.) ЖЕЕ, А 一 (А, Fa tE 
К.) 为 可 料 局 部 可 积 增 过 程 (存在 上 升 趋 于 % 的 可 选 时 列 (т„) 使 
得 E43 op. HENN 5.5.15), | 
证 漫 * 为 任意 正 整数 , 令 ga 2010, n) Ж] [0, oo) 上 的 连续 
THIRRI A DEWAR. EA rE [0, ооз. Ф 
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2:9 = З шу» ym 一 Ху» 
+B (Ү?, gM, re R) 为 类 (руей Һай, WEA 5.5. 8 知 
存在 唯一 的 可 积 可 料 增 过 程 pin), 使 得 У + B;2 Ий. 4 

A = ВУ, t€ [0, n), 
则 由 对 = 十 1 情形 的 唯一 性 知 Сл" уе (ля!) 重合 , ц z€ [0， 
#)。 所 以 存在 可 料 增 过 程 《4,), CE [0, z) k5 (А?) 重合 ,对 
每 个 nt N, 而 且 过 程 (X, 十 4,) 为 典 。 往 证 唯一 性 。 设 还 存在 
可 料 增 过 程 C , В (X, + C,) 8. 2 Y 25 2, 可 测 的 有 界 随 
8, В (ЕСУ |97,), 2) ВЕНЕ (У, д), T 
是 由 定理 5.5.6 HCA 


š . 
EYA, = Е { ҮДА, = Е | Ү,4А,, . (15у 
Ф А 0 
Н 
EYC, = E | ac, = E | y,-ac,, (16) 
| ; ‚ ї-@ 


入 证 (157 (16) 的 右 端 相等 因为 4, C 为 可 料 , 此 外 C, — A, 29 
BER a < + A 

E(C,, — С, | F „) = ЕСА, — Anl F n) a se 
从 而 有 


е #-i 
Е | Ү,44, = im Ў) E(Yš, (Ав, — 4 а, )) 
Ф m= Ето а = » 
n-ti ` | 
= lim > Е(Үхл, (Casi, 一 C з) 
вжо ут Ы = 
"i 
= E| У,-4С,. 
Г] 


变量 У, 从 而 4, == С, s. 证 举 
让 我 们 回忆 一 下 ， 在 上 拷 列 的 分 解 时 ， 我 们 所 造 的 可 料 增 列 
是 : | 


A=, As = >, Е(Х,— Хо), n 2> 1, 
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对 连续 参数 情形 ,与 此 相应 的 是 如 下 的 积分 : 
Ar = (+a ECX oal F dss (17) 


其 中 五 为 任意 正 数 。 可 以 猜想 到 有 如下 的 结果 : 5 k — 0 Bf, 4? 
应 在 其 种 意义 下 趋 于 Doop-Meyer 分 解 里 的 A, Meyer HIM 证 
HREM Ar 出 发, 当 式 为 右 连 续 类 《D) 上 著 时 ,存在 可 料 增 过 
E A, 使 得 对 性 意 可 选 时 + 及 尾 意 有 界 随 机 变量 Z, lim EZA} = 
Е7А,„ШНХ=М—А, 

定义 5.512 ДЕЛЕ ТУЗЕ x 称 为 局 部 上 鞭 ， 如 果 存 在 上 
升 趋 于 十 co 的 可 选 时 序列 《rw) EEREN л, 

X alero = {Xine rpo F c t E R.) 

228 (D) БЕ P F A ХБ КЮ; R АК, 
如 果 它 同时 为 局 部 上 及 下 款 . 

车 下 为 右 连 续 适 应 过 程 ， т 为 可 选 时 使 得 XIen 为 类 (D) 
ERCH, WER r ЕС) X. 
RIA: A Ху (D) E, M a. з. ATEX =X.) E 


(X,, F ore RODA їй, KERERE r, Xe 有 明确 的 
意义 

т, рт 上 热 化 右 连 续 适 应 过 程 X , 则 任意 9236 
Њо КЕФ X, Ж ç = z a.s. Hi IE А EREE, пу 
以 限定 上 升 趋 于 十 ce 的 可 选 对 殉 (z,) 的 每 个 r, 为 有 界 的 《否则 
№ т. A 18 т„). 

定理 5.5.13 设 式 为 右 连 续 适 应 过 程 ， 若 可 选 时 5 Мт р 9% 
WE X, WJ сут ЕВЕ X. 

证 ” 设 产 为 任意 可 选 时 ,于 是 


НХ eval = |XGAmveamnluove>ə] 








= | lurrarena 十 Legri а Хали] 
=< | Las Rs | + ә]. 
ARAH e АТАУГА, ВВЕЛ IE {XI IC sn ася 29 
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一 至 可 积 。 剩 下 要 证 过 程 XY levoa HEH. HERTS г, 
н 
ЕҶ{Х омол амо 076) = ЕЎ Хослол Ѓаму 
+ Xovnnleveonl| Fiy = E{Xovnasd <ом 
+ Xonluseva 十 Х.л. Le>ea >n | Fs} 
一 页 ovnpwAszocovrae 十 EEX лахча) |F s} 
十 Е{Х к, тж ел>з›| F s} 
Kvonlocover + Ei Lusiya X avon | 37 ‹} 
+ EX Toesn | F t 
= Хууд Граче) 
+ ЕЙ ш> үл Жум + dirann À rn | Fa} 
= Хууда аде уту 十 Ef Шы o>rvo evna 
F LesnlusrvaÑavnse T Гезох | ,} 
= XV Tecovees + Ef IrsaXen + ccrcoXr .2 
< ХУУ ашуг 十 lesnXen 十 Leay, 
= ХУ ашу: 十 LyvaynX, 
一 KIY luvo ЗЕ № 
注 1 ИУ, ане X Баб Б 
《 闭 ), 当 且 仅 当 存 在 趋 于 十 ee 的 (注意 不 必 上 升 ) 可 选 时 列 (ras 
使 得 过 程 Хө oar, 是 类 (р) КС нра). 
注 2 每 个 右 连 绪 上 著 为 局 部 上 技 , НЕ ВОЛОВА, 
事实 上 , 若 令 : 








Ta = inf fe: |X,| Sat An, 
HAEREA ERA r LAET +оо, z, 有 界 。 对 任意 可 
ШН о, Ж 

[Х| == [Х, ала | = [Xs | irpan + Г, е 
= | 有 Rt | +n, 
WXP, c€ F) 为 一 致 可 积 族 ,而 且 X's, o 20 Ей. 
定理 5.5.14 设 X 为 非 负 右 连续 局 部 上 鞭 ， 于 蚌 存 在 唯一 的 
ЖБ М ГЕРМЕ 4， 使 得 
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X, = 对, 一 A;a. s. >> 0, 
证 ”因为 怀 为 局 部 上 款 , 政 存在 上 升 趋 于 + co 的 可 选 时 序列 
(r,), 使 得 X's 为 类 (D) :Е H Peob-Meyer 分 解 知 ， 
. Хэ = M? — AP, Ta 
其 中 MARERA, А" Ари] аура … 
EA хор — Xp, KA M" Aga N дї CME, 
22 0) ВАА, CA +> 0) 栓 是 可 积 可 料 增 过 程 
АЗР т„ ЕЈ. RERA C > 03 仍 是 可 料 ， 
所 以 有 ` 
Xh = Xap = MEM, A з 
由 分 解 的 唯一 性 知 | Ес 
М = МТ, Ат, = Ае, 
我 们 定义 О 
М, = Mis = tas 
А, = Ар, t < Tas 
于 是 有 Х, = M, А. ШИМ = (Mo Fat € R.) 为 局 部 加 
азим. ВЛЕ), 对 任意 六 > 0, 
ЕА, AN = Hm E[C 4, ЛА), ә] 





= HmE[CA? AN)L;,>n] 
= ПЕС AN) =< Jim [ E Xç — EX] ` 
< lim EXP = EX, < co, 


H Fitou 8| „4 N — oo 185 E A, =: EX, =< оо, Ж Ба. < EX,< 
оо. ЖИРА AE, AEEA IT ARTE ЯСНО ОК Y, HE 
H 5.5.6 知 ， HER: о 0, 


ғ . 
zf УА; = Ша E Гао | А 
路 二 加 2 


Н t 
= lim E le>] у дат] 
D 


Fr — D 
Н 
= lm E [reo |, Y, 242] 
= а „У: 442 
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. r 
= к|-У, 4А, 
И 


至 于 分 解 的 唯一 性 ,其 证 明和 定理 5.5.11 的 证 明 相 似 ， 证 举 
“ 注 瘟 。 若 在 假设 里 只 设 和 为 右 连 续 局 部 上 航 ( 不 要 非 负 ), 仍 有 

Doob-Meger 分 解 ， 但 4 不 见得 可 积 . 

定义 5.5.15 设 革 为 去 连续 适应 增 过 程 ， 若 存在 上 升 趋 于 十 名 
的 可 选 时 列 бт), 使 得 2° СА ЖЕ z, 处 截 尾 ) 为 可 积 , 则 称 4 为 局 
部 可 积 增 过 程 . 

当 4 为 局 部 可 积 增 过 程 时 ,一 :4 为 右 连 壬 局 部 二 鞭 , 所 以 由 上 
注 知 ,存在 可 料 瑞 过 程 了 ,使 得 一 4 十 为 局 部 蔷 (4 一 也 为 局 
Б), ХЕШ 唯一 ， 它 叫 散 局 部 可 积 增 过 程 4 的 可 料 对 侦 投 
影 。 ` . . + 
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iz (0, =, Р) 295658 32 ze [B] , 在 其 中 有 一 族 上 升 的 右 连 续 
+ ай (ЯК), гє Ry, 约定 一 9, 而 且 设 每 个 .多 ,也 用 
РЗШ Ы. жа x = (X,, F i z€ R) 称 
EARR, ЯП зыр ЕХ; < оо, эа JI 记 为 所 有 的 右 连续 


руш Ж, E x ee, mizi 二 (|X,|, Fare R.) ЕА 
ТАЊ, 1207 sup ЕХ. |2 < оо, ЕХЕ 5.4.7 XI (]X;E, ЕА.) 





ARERR МЛ Х, > Xal оо), B. ЕХЕ = sup ЕХ} < 
со, 这 时 无 必 为 一 臻 可 积 坎 。 反 之 若 区 为 一 致 可 积 献 , 且 EX3 < 
оо, B| X € A RRE X? ЧЕД ЕВА, ВОН зор EXI<EXE< оо, 
外 以 上 讨论 可 知 ,着 е БАРАР СХ, Y) А Е(Х„У„), BJ P %— 
Hilbert Эв B), НОВ 9 X —> Хы, T5 LCA, F ы» P) а 
构 ， | 

命题 5.6.1 (Xaa и фра, Xe 2, 3 
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lim [X2 一 Xb 一 im [Е(Х» — X.yJši = 0, 则 存在 子 序 列 
(Ха), 使 得 对 几乎 所 有 0, XFC) — rir F Xlo). 


证 取 子 序列 G 使 得 > X —- ХЫ < со, F 是 由 
Doob 不 等 式 有 i .. 


E (> sup | Хов 一 x.) = $ Езир| XH 一 Xe ` 
k=1 * к= Ш . 
< D) (E sup| Xs — XP 
Рет t 


<2 >Ü (E(X2* 一 Key ji < оо, 
k=i 


由 此 立刻 得 本 定理 ， 证 毕 

ЖУ 5.62 设 хє, TE OG >, гє R.) ЖЕЙН. 
EX < оо. HEE 5.5.2 知 , X: 02 (D) ТА, kE Doob-Meyer 
分 解 知 , 存 在 唯一 的 可 料 可 积 增 过 程 {《 记 为 《X， Ху), (d 一 
(X, K) AHURA. RI 《Xs X 为 与 筷 相 应 的 可 料 增 过 
Ж. X X, YE 2, BIS 


(Х,У), = (х + Y, X +Y} — (X — Y, X — YY), 
这 是 由 两 个 可 料 增 过 程 之 差 构 成 的 有 界 变 差 过 程 ， 

定理 5.63 设 X, YE, W (X, Yb 荐 只 一 的 可 料 可 积 变 差 
过 程 ,使 得 ХУ — (X, Y) 0—1 тиёр. 

证 RA (X +YP +Y), (X — Y) — (X — Y) 29 
Bh. 5 < ЖО Па(Х+У,Х+Ү) = (Х+Ү)) 


ELX,Y, 一 XY |F] = ЕХ, 一 Х,уСУ, 一 YDF] 
= + Е{((Х, + Y,) — (X, + Y.) — ((Х,— Y,) 
— (X, — YAYI ,] 
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= + ЕХ + Y>, — (X + Y) 一 СХ — Y 


— (x — уур 
= + E[((X + Yy— (X — Y>) — (KX + Y, 


一 《其 一 了 ?多 
= ЕХ, YY — (K, Y5,| Z ,] s.s. 
由 此 推出 XY — (X, Y) х. 

至 于 唯一 性 , J Drs se së 5.5.11 BJBEBB, ЕЁ 

注 一般 说 来 ， {X + Y), >= ‹х» + (уу. KERE a. з. 成 
立 ; 其 充分 条 人 忻 是 《XX ，Y》 = 0, KRST (X,Y,, Fi z€ 
К.) 为 鞭 ， 满 足 这 一 条 件 的 两 个 平方 可 积 秃 称 为 相互 正 交 ， 

为 了 定义 依 平方 可 积 扣 的 随机 和 积分， 我 们 先 对 被 积 的 随机 洱 
数 进 行 讨 论 。 令 Ф, 表示 适应 的 可 测 随 机 过 程 所 构成 的 类 ，P Ж 
示 循 序 可 测 随机 过 程 所 构成 的 类 ,当然 Ф,=Ф,, 

ЖХ 5.64 R, хо Енел А о 
域 ， 叫 做 可 料 = 域 , 记 为 2, 

可 料 g 域 22 可 测 的 随机 过 程 叫做 可 料 随 机 过 程 。 可 以 证 明 
前 面 所 说 的 可 料 增 过 程 < 定 义 5.5.4) 就 是 对 名 可 测 的 (参看 Della- 
cherier™!), RAJE Ф, 表 孙 可 料 贿 宙 过 程 的 全 体 。 因 为 左 连 续 
运 谈 过 程 为 循序 可 测 ， 所 以 可 料 随 机 过 程 必 是 特 ET A 人 ШЧ 
ФСФ, ` 

та ДАСФ;) 为 @; 中 的 一 个 子 类 ， 每 个 随机 过 程 G< LLA) 
ЖЛЕ: (f) € Ф;, 且 满 足下 列 条 件 


E |” Flodau) < co, 
此 处 4 为 增 过 程 . | 

定义 5.6.5 Ж БЕЛЫЕ Сө) € @ë,, HFE 0=z,=<- - -<z#,=< 
о, EF 


f: (e) 一 > С, DHOOT 
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则 称 这 样 的 随 祝 过 程 为 简单 过 程 。 简单 辽 程 的 全 体 记 作 S”. 
者 f€ @;, LEET EN 0= то < r, < 645 < r < ОО a, 5., 
使 得 


a-l, . 
їо) = У; Кт. о) са А0» 
= 0 


则 称 了 为 御 序 简单 函数 ,这 一 类 函数 记 为 2 ,. 

引 理 5.66 іх X Жор Луч, (Х) ЖАНЕ ГЕНЧ 
HTE 9° AET Lu Ce. 

证 Е . 

P == 0{[0] X A.(a,5] X B, BEF p 4 € Fiabe R). (1) 
显 见 ,Tosixalt， o) 为 左 连续 适应 过 程 , 所 以 1) 的 省 方 每 个 集合 
ЖТ Ф. 另 一 78,8 } 为 左 连 续 适 应 过 程 ， ТЕЛЕТ РШ ЛЛ. 
数 的 极限 ; 





LG, о) 一 5 КА, M, ETON 
< °/ 
此 处 0 一 41) д"? < +. < г? < оо, Em max] 1%}, 一 | = 0, 
九里 的 每 个 加 项 为 (1) 的 右 方 = 域 可 测 。 从 而 i 6535130, К. 
证 明了 字 属 于 (1) 式 右 方 的 = 域 。 | 
”由 上 讨论 知 , 欲 证 本 引 理 ,只 需 证 (а, b] х O RRRA DP E 
MTE М 的 示人 性 函数 Io JAZ шр {К Luo 通 近 即 
а. # (R. x Q, P) LEME >; 


‚(5 x B) - }, |, «ху]каоу, | 


此 处 SE R., Be 9. DH MEP, НЕНЕН n, B TUR 
汉子 集 M. 





9-3 


M, = U (ws ны] X Bis 
io 


此 处 a = бу 00 0 86 4001 = b, B; € F ijo EIM AM.) =< 
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L. 这 就 是 


Í... IG, o) — lG, о), ө) < 1, 
Ерко п 
亦 即 
е (7 р 0) — а,б, PRY < L, 
所 以 Iw, o) 可 用 简单 函数 Pu Gy o) 在 La EXT BE. YE 
引 理 5.6.7 设 GU, e), гє R,) 为 可 测 适 应 随机 函数 , 且 
Е | ио, olco (т =< co), 
ТУБ АТД ВЈ RREA J.G, o) = УАР, o рды, дә КЮ» 
BREES 0502, а) Рае < оо, 对 一 切 "使 短 当 -co 附 ， 


T 
E (100, 9) — fs ауа: — 0, 


E 可 设 1, D < C < co, 对 一 切 G, a) € [0, T] x ` 
2. 否则 考虑 JG, о) кг» = (С, о)» 这 样 的 т? ше 


BORA E| (а) 一 fr w) de 000 90), Ж 


外 着 了 = co, 可 设 f ERASER; щої, EX 
JG, у= 0, о). < : 


Ф, G) = уз 55 <: < 


ERI — 0) 十 so)， 当 ， 固 定时 * 它 作为 (zs о) 的 函数 是 
简单 函数 .和 欲 证 本 引 至 只 需 证 ,存在 了 及 子 序列 (oj) 使 得 

lim E 全 bnl —%) +2, о) — JG, o) =0. (2) 
为 此 , 先 证 对 任意 有 界 Lebesgue 可 测 且 在 有 穷 区 间 外 为 零 的 通 数 
Ф), 有 





+1 


+ 





lim r. fols + А) — pO |225 = 0, 
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事实 上 ,对 任意 = > 0, 存在 连续 函数 g,， 在 某 个 有 穷 区 间 外 为 
零 ,使 得 „ 
Ге — фора, < =, 


于 是 由 Minkowski 不 等 式 
imsup (7 Тее А) ФС)Ра 
< limsup |. (pks + А) 一 ОТИ + 28 
= 2, 
由 此 知 ,对 几乎 一 切 o。 有 
tim [7 fs + š, w) — Hss w) Ра: 0, 
族 对 几乎 一 切 ,及 每 个 ( 有 
im (С + ss в) — fe + so) = 0, 
从 而 有 | 
im [С H ss о) — He + оо) асаа РСао) 
== 0, 
这 就 是 说 , 当 # оо В, Fie + эю) 一 其 : 十 ys о) | 依 测度 
4sdiP(dw) 趋 于 零 , 所 以 存在 于 序列 O) 及 使 得 
Bm | | THC) +š, e) — 1G + š, e)|246P(2e) = 0. 
HEG). ШЊ 
3185.68 Vk X30323 TRR AETR (х) 的 


几乎 所 有 样本 为 绝对 连续 ,于 是 S 稠密 于 Liso). 
证 仍 如 引 理 5.6.7 的 证 羽 , 不 妨 设 Kf e LAD 为 有 界 且 


在 有 穷 区 间 外 为 零 , 于 是 E | |}, ola < оо, 由 上 引 理 可 以 
找到 满足 同样 条 件 的 简单 函数 列 
FG, о) = ОТИ {D> 
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使 得 | 
tim E |” IG, в) — fts о) аг = 0, 
从而 可 以 找到 子 序列 (я), 使 得 对 几乎 一 切 G, o) Gk MES 
AP(da) TTE) Em |/G, ө) 一 和 (es O)| = 0, 所 以 对 几乎 一 切 
(z, ә) | 
lim {fs о) — fale, ETOL — у, 


E. 0,9) — Ьу» ву} KELE < G, oyp 009) 
(Хуш). 
=4С dt И 


此 处 C 为 [的 上 界 ， ха) > ба. s., 而 且 对 测度 dzP(dw) 
为 可 积 { 因 为 E(X) < оо), дЕнЕ oku ЯП 
tim 百人 es e) — xG, о) ба) = 0, 

由 此 知 , 对 fe Lol) =Й А ОЕ a) 在 Lio Ж 
УКЕ и 。 | 
3085.69 设 X ЖАНЕК, (х) 的 几乎 所 有 嫩 本 为 连 

续 , 于 是 S 在 Liot) BAE, 

证 取 fe Lix(8,)， 仍 如 前 两 个 引 理 的 证 明 , 可 设 了 有 界 且 
在 有 穷 区 闻 la, 6] 外 为 零 ， 定义 
inf {а =< £ =£ >, (X5,Co) > и}, 
6， 车 上 集 为 空 集 , 
由 引 理 5.5.5。 知 对 几乎 一 茹 о, (8.CGo), z€ [a, b]) AAEE 
降 函 数 , 量 Balea) 为 可 选 时 。 令 F „= Sa. HEP ю) 一 Кё,(0), 
о). HAED, ж К, о) 为 Sr = SF. 可 测 . 由 定义 后 
(XWo) <а => В.(о) = b, (Хо) Z и => В.(о) = a, WAS 
< pli, о) < С, ЕЈ, o) = 0, t É La, Р}, WA 








ва) = Í 
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E |7 IF, o) bas = E (1Co), Ta 
= E MAZOR o|! Luqta du 
= z |” WELo), e) lan 


{әб 
=< CECA» — {Х),1 < оо, 
于 是 由 引 理 5.6.7 АП, HERE > 0, 可 以 找到 有 穷 个 分 割 点 0 二 
s < м, < ++ 0 使 得 
[Са o) — Go о) аа < в, (3) 
些 处 
= 
Falus 9) = > Fears OJI би? 
кеп 


n-i 
= >; JO. ,Co), с] кыли. 

EEREN s > 0, 存在 #, 令 p G sO) СХ) (о), ю)1 ыб), 
ШЕ | | 

E ||}, в) — palts oPAXY <s, (4) 
窝 证 此 ,我 们 知道 当 # < : =< 5 时 

{озик < (Хо) < ua = {ю; R. Ce) < t < P... бо)}, 
因此 ,可 以 认为 Ë. Co) € [а, b] 对 一 切 o € Q ER = 0,1,5, 
в 一 1。 于 是 
Palis wm) 一 F(X Уб), о) ыг) 


= 162) > KB) о) upura ХХ УКо)) 


. a, 
= lasl) У) inla о) гв оа ПОА 
&= 0 


УЕ + 
{НҢ «Ху, S< u (ХУ, hh, (Xe, = ОХЕ 8. Є [as 2]). ВЭ 
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(XX < u < (Xy Bf, 
p. (8,(a), o) = Tans) FX Go), ay 
= Tmt eo f(s, а) = AEDE 
于 是 又 由 引 理 5.5.5 4 


E UG, w) — pais ola XY 
= E i [FCP a o) 一 g CB .Cay, Pda : 
E [E кабы)» ө) — б, «ураа 
F|" | IG, w) 一 REP w) | du 


=< Е |, КОР ©) 一 RER o) du, 
HOHE. AREH fe А0) hl; САНА FERRIED 
ARE Lio ЖУ PER: 
Palts w) = У fr, о озо ode) ESF a 
k=0 


此 处 ra 一 Ba < b. WETA АЕА ЕА Кн УЕ 
一 加 项 可 用 简单 少数 挝 近 .为 此 只 狠 证 明 , 对 任意 可 选 时 rt,? < 
¿ <o as KË Loa 可 用 简单 函数 逼近 即 可 ， 到 
i, > W == . +1 > 
Cr ) 211 (а са аву O) 
ZE RIJA.: 
E Fiets в“) 一 REF өю) ах 
= ELXY 一 《EX] — 0, 
4 s — со, WE | 
设 X, Y € pP, 于 是 存在 唯一 的 右 连 续 可 积 变 其 可 料 过 程 
‹х, ү}. ЛУ 0) о, BE R, 上 定义 一 个 符号 测度 (X, Y) 
(E, о)» E€ = CR), mE (X, Y} (Е, о) 是 w 上 非 鳃 对 称 双 
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线性 形式 ,所 以 Schwarz 不 等 式 成 立 
KX, УЕ, o| < (XIE, «ҮЕ, о) a. $. 
这 一 不 等 式 可 以 推广 : 
命题 5.6.10 (Kunita-Watanabe) i$ X, Y € р, р, g 为 可 测 随 
9.042. РЕ a. s. 有 


[ве ас, тул (7 tac (|, xry) 
证 Ene 为 简单 函 数 : 





i 


I. (о) 一 5 ПАС, Гама)» I 
k=D 


则 有 
Сое Со) (KX, УУ Ca) — (X, Y) Ce)) 
< ALONA Jasi — «ХУ (o) Ys 
= (Yh, 
故 


Kia, у] 7 EKOO nu — Са) 
x Гао) У au 一 (у> 
< [BRC a] 


x [E EL ОО, 


(= ЕТА £ 
(коо eo). +, 
РВА АТВ АЛ РЕСЕ ЖЕ PJ ИЕК AE B. ТЕҢ 
005.611 iX, YE 2, TE (X, YC, o) < (XC, 
wa s. о. 且 存 在 可 料 过 程 了 使 得 


‹Х, УХЕ, o) = | POXA), EE BR) (5) 





| ERICo) < (уо), 6 
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证 由 schwarz АБН (X, ҮС, о) «ОС, e) 
s. 由 此 便 知 存在 Radon-Nikodym 微分 户 使 之 满足 C5),7 可 以 取 
为 
Хх, YCo) 一 х, Ү), э (сә) 
w) = limsup —— Í. — na. s. w, 
К, ) ms р KRY) 一 “хў mi Сеа) | 
(约定 2 о), mI. t hatu pha s, 
为 了 证 明 (6), 对 任意 N > 0, 18 fs = flana 我 们 有 
||, R| = вс ө), Do 
= БС, аах, уо) 
< (Гас, ZEO (УЖ (о) a.s. 
ELE | C, орао) < CY), (о) а. +. Ф моо 便 得 不 等 
A (6). 证 举 


现在 我 们 定义 fe РСФ) YS” ВОКТ ЕЗУ TRA x BJ 
БЕЗУ. 35 


К, ө) = > Ка» o) Талаб, z€ R. 
时 ,我 们 定义 | | 
Ü e, одах, = > Kers e) (Xani — Xa). 
Eor ЖИЕ, о <r 我 们 定义 
|, Ко» одах, = [7 а, уло абе, өх. 





特别 有 : 
| Жз» dX, 一 > К» DiC хә 
кей 


十 ET w) (x, 一 ХЭ» 
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Be (roy н), Ро, 显 见 (| ax, гє R.) 为 右 连 续 平方 可 
Эй, E| мах, 一 0， 此 外 对 和 任意 YE 2, # 


(sax у) = | масх, уу. о) 
往 证 (7), 对 任意 :三 : 
Е (‹ Y,— Y.) |, гах 1.9.) 


= УЕ (CY... — Ya) |" JAX э”), 


fi 


但 当天 之 了 时 三 (се. — Үн) | fad Xa LF.) = 0, #& 


Е (c У, — Y.) í „4х„| э, 


= DEG (X, — Xa KY iga т Yol) 
= DELEG (X... 一 ХУ. 7 У.) 01.8] 
= DEK, У) 一 <х, Y), | 7.) 


= E || pax, у), 
此 即 (7》。 
НС?) У E (| һах, y = Е рва, t€ Ё,. 


当 我 们 对 fe SZ КУР 2 ЕГИ x ШЕЙИН Я ЗЕ X 2 Fi R 
ТТА АИ л, Еа ЖЕЕ е E |” Pa(X》<oo 的 


paki (лах, йа и? = |” ах, 的 均 方 极限 ， 其 中 Ke. 
F, TH z 一 |, ҺһС+)4хХ,, 且 | 


Е (С) АСРАУ, 0 (н оо), 
жЕ, f 满足 上 式 , 则 | 
z || O зех, = к |” G.G) — „бух, 
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ЖЁПЕ|7Е? — 207170, 从 而 由 命题 5.6.1 知 ,存在 于 序列 (л) 
Вв дю л, А (рах, 对 +， 一致 过程 Ze HAER 
Y € 到。 有 

(Z, Y) = lim (7°, Y) = m | ACX, Y} 


一 |, ћХ, Y>. 
2 唯一 ， 即 与 所 选 的 序列 《P) AŽ, HAERE 276 а, 88 
(ZY) = EES Y), 对 每 个 YE s, 于 是 (Z ЕЕ Z's Y> = 0 
对 一 切 Ye wm， 故 特别 有 
(Z-Z, Z — z'y = 0, 
ШЕШ Z 一 Z' = 0а. s. (AX Z, — 25 = 0), 
由 以 上 讨论 我 们 得 到 : 
定理 5.6.12 设 久 为 平 方 可 积 质 ，《<X》 为 其 相应 的 可 料 增 过 
程 , 且 下 列 条 件 之 一 成 立 
Gi) FE Llo(@), 
Gü) f€ Lio) Н (Ху 的 凡 平 所 有 样本 连续 ， 
于 是 在 梳 率 等 价 意 义 下 ,可 唯一 地 定义 Z= | вах, ВВ 
{Zs F iste R.) € і» ВЕЖ Y E s 
(2, у» = | AX, YY 
注 1 ж рр н Ей X ЭШ» 则 对 每 个 1fE (Ф, EA 
HRR z, = | AOX AEREE. BREEN hE S 使 得 





F|” OIA >o), 


显 见 [AOAR г 86, ABARA 5-61 Ай, Eae Ga), 使 
(8 X4 nool} 
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| fa, — | Кох, 


Нг 一 致 。 故 7, ЙУ ЛОР БИНДЕ ЖЕЕ, 
引 理 5.613 设 X 为 平方 可 积 舱 ， 其 相应 的 可 料 增 过 程 (ху 
的 几乎 所 有 样本 为 连续 ,着 Ф, 中 的 过 程 满足 


| POKR} < ооа. є. 
千 是 可 以 找到 一 串 过 程 (ҺЫ, F, € ОФ), EEH n 一 co 时 
[Кә — „Рах — 0; 
Фе 0 АЖЕП G) EBALA КЕШЕ М ERA -— Mb 
意义 下 成 立 . 
证 0/60, al PEX < ооа. з. 不 妨 设 1 在 [0, T] 
HAE. Ф i 


int f = r; | PCa «к», >м, 
ryo) = т 
т, ж | POKX} <N, 


ты ЖАГ, ФАС о) = JK oorp E Ф. РН СХ) 的 连 
«тып 
E | IG «урак < N < о, 
故 由 引 理 5.69 ALAE (f, n 2® 1), fP e S° , 使 得 
E (Со) — APCs о) РАСК 0 Cn o), 


Т8. 
P {| UG, w) — IG, oA > о} 
«Р? FOK} > N). 
TE HEKE > 0 
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Р AD 一 AGOPe(x> > є) 
РЇ HO — WOLK > о} 
+P Í] IRO = POLY > e] 
<P Í| POK} > Nl 
+ |, GD — POPKE) 
由 此 不 等 式 可 以 推出 本 引 理 , 证 尘 
由 此 引 理 得 到 


定理 5.6.14 журтта х TRER (Хх) 的 用 
所 有 样本 连续 。 当 F£ Ф, В, НЕ: 


F PVA RY < ооа. а. 


则 了 依 区 的 随机 积分 存在 。 
证 由 引 理 5.6.13 知 ,存在 随机 函数 列 О), fa € ШФ), 


ж (Об) — 60)4(Ху,— 0 (о 一 00)， 歼 对 任 总 8 之 0 有 
т Р}, О) САХ), 2 әј — 0, 

令 

(e) = int Í: | Об) СОАО > г}, 

于 是 | 

z [F D = Со» eax 


= Е r (aG) — COP To a XY), < 8 < eo, 
另 一 方面 , 当 oe О) OPKA < a| W, 0а) = 


со, ХВ о, ж 
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С) — G) 0) — (Ое ax = 
由 此 及 下 热 不 等 式 得 


PLI (ыб САХИ > 可 


> 中 


[тах 


sup 
Ё 


<P {sop || G, — Әх, 








= P {зар 
+ |, {Cf — f.) — Gu 一 тоох > є} . 
Рр 





|i Ga лотах, > s| 
+ Р ар О t) — Cn ох, > о} 
< El On- anak] 
+P] Gn — х), > 8) 
< +P (70, л), > l. (8) 
由 此 不 等 式 知 
камыр? {|}, Оек, ex] >] д. 
这 就 是 说 人 ”7 Сах, mtkinsapianas, 我 们 定义 此 极限 为 
人 Ke)ex， 它 不 依赖 于 所 取 的 序列 Ga). E 


EI 由 此 定理 所 定义 的 梧 机 积分 | ах, 的 几乎 所 有 样本 
连续 , 若 区 本 身 为 连续 . 
注 2 老 《X) 连续 , 且 了 满足 定理 的 条 件 ， дина, рах, 
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有 意义 ,但 《| ахь, э, гє R.) жавала, 事实 
上 , 令 
СУЧ: fr: f Pax lAn, 
TE т, = n а.з.әт„]ОО z. s. 故 W fa Xs = j Florada BA 
E |” Blon KX} < п < оо, 


АТ | 
所 以 (| pax) APITAR, А. 
(ахз) | tex, 


ти (ах, Faste R.) юв, 
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第 六 章 Brown 运动 及 随机 微分 方程 С 
51 定义 及 样本 性 质 


随机 过 程 W = (W,, : € R Уу, w, == 0, 称 为 Brown Ж 
动 ， 如 果 它 是 可 分 的 齐 次 独立 增 量 过 程 , 旦 其 增 量 Wa 一 W, 的 
Ж fa E IE 2н SÉS 0, 方差 为 h, k > 0。 由 定理 47.2 知 ， 
Brown 运动 的 几乎 所 有 样本 函数 为 连续 ， Ж4 多 ?会 c(W.,. 
s =), 则 对 每 个 +E R., W, 29 多 ?可 测 ， 所 以 由 独立 载 量 性 易 
知 ， 当 实时 ,有 | 
ECW (FY) = W a.s. 
ЕСИ? 一 |. Р) 一 E((W, — у?) 
= ot 一 了 Ja.s. 
2 T too, 于 是 sup ЕЙ = GT ， 所 以 【于 FY, Юу XB 


ВРУ. (X 为 局 部 平方 可 积 鞭 ,就 是 指 存在 一 列 上 升 趋 于 
名 的 可 选 时 (z,), 使 得 X's ЕЛУ ГАЙ), 

АЛАТА Ж АЕ. 

定义 G11 设 基本 和 概率 空间 (9, F, P) 里 有 一 族 上 升 子 
oiL o), 随机 过 程 W = (W,, F, 16 К.), И. = 0, 称 为 
Brown 运动 :如果 囊 的 几乎 所 有 样本 连续 , 且 对 任意 :三 * 有 

ECW: | F ,) = W,, 
ECW — WIF) = G — ғ). 

ЖЕЛДЕТИ И" НИЕ) [АЖ (Wi— ог, Fra € R.) 为 
ap. Levy ПЕВА ЕН 6.1.1 所 定义 的 Brown 运动 是 齐 次 独立 增 量 
HE, HAWE F,- W, 为 正 态 分 布 ， 其 均值 为 零 ， 方 差 为 
dls) 为 证 此 , 我们 先 证 一 个 今后 要 用 到 的 仇 世 微分 公式 
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定理 813 ik (z. y) AR, EF * 一 次 连续 可 徽 ， 及 
7 二 次 连续 可 徽 : 设 > =M 十 4, 其 中 以 一 (M,, Sr ,, r€ Ту 
连续 平方 可 积 贡 ,4 为 零 初 值 适 应 有 限 变 差 思 续 过 程 。 于 是 a. 5. 
有 


Ж» Y) = Ка, Y) + È Ge. уд o 
+ | EC, YAM, + вад 
+ | уб» удам), 
9 


Ж 0 < 7. о 
证 首先 在 公式 里 的 积分 都 有 意义 ， 因为 FG. Ye fs, 
У,), ру, Y) 都 是 连续 过 程 。 不 妨 假 定 存 在 常数 К, 使 得 
| 144, =< K, |M | < K, (M: < K, T < K, 
EURER x。 和 7 使 得 47", MTs, (МУ 满足 以 上 条 件 ， 这 时 
Y 在 [一 2K, 2K] PË. 
我 们 有 如 下 的 Taylor 公式 ， 对 任意 | irl iK, Iyl 
|y'|, Bo < 2K 
JG”, y) — JK, y) = (е, у)б" — r) + к, 2”, у), 
JG, y”) — JG, у) = pG, у)О" — у 
EER удо” — Y + kG, у, у”), 





HF fs, fys Œ [— K, K] x [一 2K, 2K] 上 一 致 连续 ， 所 以 对 一 
Hr, 1, tE [-K, K] E y, y”, yE [一 2 下 2k] 有 
ТА) Еа р, 
[aale y FO Ee уру — у", 
此 处 sts) № R, н. Н. lim ets) = 0. 此外， 由 于 fes fs 
fs #E[—K, K] x [—2K, 2K] E— 9095, RRA С > 0 
使 得 | 


. 237. 


| sup [7625221 < С > sup Нух» y)| = C, 
| : Aup AER ?| =< 
MEHESSEN r, = 0. 给 定 a > 0, 我 们 归纳 地 





EN 
Tya =A (z; +F aJ A iF {s > т; |M, — M,.| + |ru] 
+ (м), = KM) at f=0,1,2, 
容易 看 出 对 辐 定 的 o, 存在 正 整 数 5 = nlo) 使 得 


т.(0) = Pmp) = =, 
E. suplran 一 Tal =a, MEHM, AK м} 的 连续 性 知 


Тм m Mel d lAa > Anl +MY — (M) < а, 
所 以 用 此 分 割 可 抬 IC, у) {00 У,) 写 为 : 


Ki, У) — К, Ya) = р> ШС, Уны" 一 fa Yo)] 
一 > Wera Y “н — б, Yl 
+ 2: Ura ә ле о 
= 2; Cri, Үш) ә с 
+ У) AG Tins Үш) 
+ > Rn Pun — Y.) 
+1 S3 an Yaa — ҮШ? 


+ >; Абу, Үш Жыз, 7. | (1) 
HLERA o, 当 n 一 0 时 ,有 О | 
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Уу, Уны D> |» уда. G) 
由 定理 5.6.14 知 , 当 a — 0 时 ,有 
> faTis Ү.;) (Ун 一 Y-) 


一 > убт, ҮМ... = Me) 
+ >; Һе, Y, Arga — А.) 


- 


ом {fs удам, + | о, уда, 


一 í Ьб, Ү,)4Ү,.. 7 (3) 


5 AE Titis Yrd 





= >; в(тз 一 9 一 rl. 
= sla}: —>0 (а—> 0), (3) 
|> haC Tis Ys Yad | 





= > EC | Yra 一 ү, |)СҮ, 一 Y, 2 

= 2в(а} > ECM oga 7 му + (А, 一 Ay] 

= 2Е(а) [> СМ, 一 Mi + а f 14,1]. 
B ЕСМ... 一 May = EM ia — EMi, 故 当 а — Ü 时 有 


Е |> haltis Yas Үшүр SEGEM? + aK) > 0, 
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因此 可 知 
>; halts Yep Virpi) 0 《a 一 0). 
最 后 考虑 


21 FG, YY У) = Vi + Vi + yt, 


其 中 
у = >, ћу» Yr ACM rga 一 му, 


V —2 > Fro Eas Y, CM egga — M. (A... — 4), 
V У убт, У.) СА 4, 
易 知 
1059 | < 2с. | [24,1 < 2C Ka — 0 (а — 0), 
[VP] < Ca f lzd < CKa>0 (a0). 
> => Се, Y, COM, — (М), 


当 s 一 0 时 我们 有 
ЕЕ уо, вому, 

现在 考虑 

一 下 = 一人， ОСО; 

= KM, = (MI, 
因为 м? — (М) 为 一 致 可 积 款 , 所 以 
ЕГ КМ, М.) — KM, М), F l = 0, 

于 是 当 < 了 时 | 
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(5) 
(6) 


(7) 
8) 


(9) 


(10) 
(11) 
(12) 


(13) 


EURE Y.C, YAM ey — МУ 
= (KM by — (M h) x ССМ. 一 M. Y 
— (KM), 一 | 
= [fy,(z Уб Y, )X(M;,,., — M.Y 
— (KM Yu — (MD) x ЕМ. — м.) 
| — (М), — (MODS, = 0, 
故 
EWP — JOY = E Do | е У.М Ма) 
— «мн — му) } 
SICE Ум... — Mu) + (му, — (MO 
=< 26? {ка >; (м... MaF 
+ Ea УСМ), — (MO } 


«2С агЕМ? + аЕХМУ,} 0 (a — 0), 
由 此 特别 有 


VP — JP 0 G> (142 
所 以 由 (13),(14) Я 
ro fy G, YOM Ya (15) 


Hh (1), (2), (3), (4), (5), (6), (10), (11), (15) 得 到 ， 对 
一 切 ! =< T 


К» Y) = KO, YO + |}, Y) a+ | gG, уду, 
++ | G, удам, 证 半 (16) 


下 面 我 们 证 明 Lévy 定理 . 今后 永 设 с=1, 
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定理 613 设 W = (w, Fi гє Ё 的 几乎 所 有 样本 过 


续 , 且 对 :和 所 + 有- 
"кашк = W 


ECW: — W, | F) = E(W: 一 РЕ =1—:, 
ШЕИ ЧЕ, НН W, 一 W, 的 分 布 为 正 态 ， 其 
均 信 为 0, 方差 为 (1 一 s). I | 

и НБА и AFARA, Н (иу, = t。 ЕВЕ 
н, Je, y) = 6127 а ЗР РА ; =< Тс co 有 
гй, = єй, ү уу | Өндүр, — la Г ени, 
ғ 2 28 


mae (eaw. э, < T) APITAR MURER 
名 ， 取 条 忻 期 望 时 ,得 

(е9 |) = е? 一 > 12 f Ele Wa, F Jdu. 
Ве Z, = E(P s =< r, БӘ 


47, 
dt 


此 微分 方程 的 唯一 解 是 Z, 一 Ze scr” ， 从 而 知 

ECW з] F) = e -geo 
由 此 知 增 量 W, 一 W, 与 S”, лу, КО DARE, 而 且 其 
HE W, 一 и, 的 特征 函数 为 exp | 一 = G — О}, 此 即 w, — w, 


1 ñ 
= — F7 PZ, Н Z, = e", 


为 正 态 分 布 , 均 值 为 零 HEA G 一 ғ), 而 且 过 程 为 齐 次 的 。 证 毕 
虽然 Brown 运动 的 几乎 所 有 样本 函数 为 连续 ,但 它 的 样本 函 
数 还 是 不 规则 的 ,下 面 我 们 将 讨论 它 的 样本 性质 。 先 证 一 个 关于 
独立 的 对 称 随机 变量 序列 部 分 和 的 不 等 式 ， 
引 理 6.14 证 X,, Xi ， 光 为 独立 的 对 称 随机 变量 , 令 


k 
S= 5) х, TER 


= H2- 


2Р{5, > с + 28) — 2 > Р(Х; 2> в) 


й" 


= Plsup $; > с} 2Р{5„ > с}, (17) 
ign ` 


对 任意 c > 0 K z > 0, f 

证 不 等 式 (17) 的 右 方 不 等 式 岂 系 4.2.3 推出 , 往 证 (17) 的 左 
JERFA. 33 K < n hf | 

PU sup. S< ae, Sy > c, $, — S, < —Б} 














= РЇ sup £, < суб ШЕ С S, < z + X, — Е} 
РА 1 
= р{ sup Si e, Sh Z2 с» $, < c + X, — 8, 
i . 
X, < s] + PIX, Z= в} 
= PÍ sup 5; < c, S, Z= c, $, < c) + P[X, > s, 
¿<k-1 
还 有 
Pl sup $;< c, Š, Z c, $, > c + 28} 
iak- 
= Р{ вир Š; < c, Š, Ше c, Š, > S, + 25 — ЖХу} 
igk 
= Pí sup S;= c, S, 22 с, S, — Sk 28 
#&К—1 
— X,,X, < Е} + PIX, > e} 
= Pl sup Si < c, Sy шж с, 5, — S, 2> 6) 
Pek- 
+ Р{Х, > в}, | 
由 以 上 两 个 不 等 式 及 Xis i= Í; >n 为 独立 的 对 称 随 机 变量 ， 
可 以 导出 : 


я-1 


P{sup S, 2 с 5.26} = > P[ sup S < c, S, ZZ ¿, S, < c] 
їе k=1 igk] ` 
т-1 
= > PI sup S; < c, Sk ШЕ c, $, — &, < —s] 


£ eki 


т—1 
— Ў P[X, 2 в} 
к= 
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nej 


= >` PI sup 5;< c, S£ Z c, $, — 5, 2> в} 
kal іа 6—1 
"-1 
— > P[X, e} 
k= 


й! 
> Үр S< e, S, = c, 5, >> e + 28 
> FP ge, = ө и> века) 


— 2 У Р{Х, = 5}, 
舅 一 方面 有 
Pí sup 5; 2 c, Š, 2 с} = Р{5, > c] > Р{5, > с + 28}, 
把 久 上 两 个 不等式 相机, 即 得 (17) 的 左 方 不 等 式 。 证 毕 
$1 若 下 为 可 分 的 依 概 率 连 续 的 独立 增 量 过程 ， 且 对 每 个 
„хә — Xi 为 祖 辣 分 布 ， 这 时 取 玉 一 X ( 工 ), Xt 一 X (六) 


—x(*— r), жш Ев нж. 
Р Гырх (5 T) > e} =< 2P[ X(T) > с}. 
利用 可 分 性 知 , 当 n> oo К], lim sup X (5 т) = зер х, 
ner kun п барат 

得 . 

| Р{ sup Х, 2e} =< 2PÍX, > c, 

Üs < T 
注 2 ФИНЕ Ж Brown 运动 , 则 等 式 成 立 , 即 有 下 列 的 等 


式 ( 它 叫做 Lévy 等 式 ), 
P{ зр W. > c] = 2P(IW r 2 с}, 


这 是 因为 由 引 理 知 
Р{ зир W,2 сү 22 PI sup Из 22 с} 
0< r T т=н "= 


Z= P{W; 2 с + 28] — Зар Wr 
н 


2 є} 
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人 





一 一 ^= 
= P{W Z с + 28} — BoT, т 
BAA 2хп 


— 2PÍ Wr Z с} (п — со, g — 0), 
利用 土 引 理 的 注意 ,可 以 证 明 下 列 定理 ， 
ЕХЕ 6.1.5 (Wa Fiste Ё,) 为 Brown 运动 ,于 是 对 任 
Жз, 有 
Р {въ гар} w 
drig 一 向 
Жо 此 定理 告诉 我 们 Brown 运动 的 几乎 所 有 样本 函数 在 性 
HAE 处 的 上 微分 为 十 o， 由 可 测 往 及 Fubini 定理 知 有 T, x 
N,C-[0, T] x 9, P(N = 0, АТ) = 0, EBA o) é T, X 


An 时， lim sup Ws 0) — И/(л„ œ) = +0, 


£ — f 


H == +оо} = 1, 


证 КЕЕ, ЕЖ < > 0, 有 





W, = Wa 
一 
Р {up + £ — h e} >l (5—0), 
由 Lévy 等 式 有 
W, — We ; 
== ¿t Z 
Р | оса 1—2 < > Pl sp, (W,— W, Z= eë] 


== 2PÍW, чә 一 Was = cê} 





= 1 ” -7 — 一 > 
2 |16 04 1 (5—0). ж 
由 对 称 性 还 有 
We "= Win 
TOA 


定理 6.1.6 ЇХ) Brown 运动 。 考虑 任意 闭 区 间 [0,5] 内 
Ж ак ЕЕ {Е п, Ф bs у 5 fa fk HE 29 
Д < m < ... 于 是 对 几乎 所 有 am 


lim > [W (Gi) — WPI = ë, 
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ERREDH Sk Ñ F Abo yr, 
"1 
证 令 5, = > [W су — W ко 12, 6 n = 0, л = b ДЧ 
FET) +1 F 


情形 , 往 证 (5,, Fio n 之 1) ARAL BE ЕЖЕ m 


É z, В 
E{S,| Sn `... Satma) == Sny a.i. 


亦 即 

E(S, 一 Sayil Satis tta Suim) = 0 a.s, (18) 
我 们 只 证 mw = 2 的 情形 ,对 任意 m > 2 的 情形 证 法 相同 { 慨 定 (18》 
对 mm 二 2 时 成 立 , 必 对 到 二 1 成 立 )。 当 wm 一 2 时 ,就 分 点 来 说 ,在 
És ls ЕМ Ж лн sian HN laratan 同时 塞 人 一 个 
TERA (62, 和) 里 ， 或 者 分 别 蜜 人 不 同 的 两 个 子 区 间 里 。 处 理 
这 两 种 情形 的 方法 相似 , 我 们 只 考虑 前 一 种 情形 ， A < taa «2 
ton < R ТЕЧЕ АО 7, 于 是 San 是 把 5, 中 的 项 (Wom) 一 


Wn 829 (W) 一 „ы + (МИЛ 一 W im F 得 到 的 Sati 
是 把 S. 中 的 项 Wp 一 W go В | 
СИ, аа 一 Wn) 十 (ж, = Warp 十 (W су 一 W, 


得 到 的 。 如 果 令 
$ = 5, 一 Си 一 W кю », 








Y, = Иа т W ,om 5 
1 


Y, = W,,,, — Wisp? 
үза T Wan» 
ЩІ Sa =S + (Y, + Y, + YF, Snu = S + (Y, У,у + У, 
Sara == S+ ҮЇ-+ Yi+ Yi, 从而 所 要 证 明 的 (18) 可 以 写 为 
Е{[5 + (Y, + Y: + YPI — [$ + (Y, + У,у? 
+ ҮСҮ, + Ү,) + Yi S, Yl + yi + Y1 + 5} 
= F(2CY, + Y,)Y,[(Y, + YaF + Yit 5, Yi + Ү? 
+ У 4 S) = 0, (19) 
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{E Ү,, Yo Y; 都 是 零 均 值 正 态 分 布 的 ,它们 是 对 称 随 机 变量 , 改 
E{CY + У,)У,|Ү,, Yas Y$) - 
=- 五 { 一 CY, + У,)У,|Ү,› Y: Yi} aB. o 
从 而 | 
E{2CY, + Y.)Y,|Y,, Үз, Y3} = 0 a.s. 
ХВ Ye Y;, Y, 与 3 нз, нЕ 
Е{2(Ү, + Ү,)Ү,| Y. Ү» ҮЗ 5} = 0, 
由 此 利用 平滑 尾 知 
Е{2(Ү, + Y.)Y,| ZI 十 2 十 2 十 3 (Y, + YL Ү + 5} 
= E{E[2CY, + Y.)Y,|Y,, Ya, Y3, S]| Y: + Y} 
+ Yi + S,(Y, + Y; + Yi+ $) = 0, 
由 此 证 明了 C1 和 ), 亦 即 证 明了 ww 一 2 时 的 (18). 这 时 {5,3% 2> 1) 
ARRI. TEHEH 5.2.9 1,24 п — со 时 ,概率 为 一 地 ( 均 方 ) 
存在 fm 5。 下 面 往 证 此 极限 等 于 .我 们 有 


w—1 a-i ‚ 
кз. —5у = E | S) wan We = 23 Ой — $] 
了 0 і=0 


= 2] ОШ AY < 22 ma ОЙ — 4°). 
PTE 

由 此 可 见 ， 当 ”一 oo 时 E(S, — 6) — 0, 这 就 是 说 im S, = ó 
a.s. С). 

以 上 所 证 是 对 % 一 0, л = 的 特殊 情形 ,对 一 般 情 形 , 我 们 
58 | 

$s 一 CW gm — ж.) + S, + (W, 一 И к) 

这 时 序列 (82) LAERE а 5 =b аз. CAB) 但 当 
n — 00 时 ， W gm — Wis W a > W; 8.8. 所 以 仍 得 lim S, = ф 
аз. (335). ЗЕ 

定理 6.1.7 ЗА Brown 运动 , ТЕЖИ АЈ 0,4] AF 
ВУЛЕ FEE 25325 05. | 
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证 用 及 证 法 ,假定 在 一 个 正 概 集 4 上 样本 为 有 穷 变 差 , 即 候 
定 aa, W(z, ш) < CCo) 于 是 对 [0, 6] AIR 0 = де < 


£? <... = m = b, Ит max | — | = 0, & 
п-— ш 
т 
Уу) OW glo) — (о) 
pe +1 f 


s-i 
= max |W Со) — W оС) | >; |W бо) — W elol 
Р) +! f їз +1 Í 
= marl W iola) — W кез Со)[ var We), 
i 1 了 бг 


但 由 于 全 的 几乎 所 有 样本 为 连续 ;, 故 湘 сє А ПА, P(N) = 0 时 ， 
lim max [W y (62 一 И кобо) = 0, 
lm > (W къо) 一 W еб)” = 0, 
这 与 定理 6.1.6 FE. ВЛ. ЗЕЕВА: 52628. 证 毕 


ER GLE У) Brown Б), F RW ДЕИТ PE AS БАК 
在 任何 区 间 上 都 过 单调 。 对 几乎 所 有 o, W.G6) 的 局 部 极 大 集 





Баман. 


证 ”此 定理 的 第 一 断言 是 上 一 定理 的 推论 。 这 里 再 另 给 一 证 
法 。 往 证 对 任意 « > 9, 几乎 疡 有 样本 函数 在 [0, а] 上 不 单调 下 
ЁЁ. 令 





= 

;一 0 1 一 1 
M PCA) = у, 0 (e — оо), (8 [| 4,—= eW C, e) 在 
Го, 21 ERED РОО) Aa) S PCA) > 0, 所 以 
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P(N 4.) ~ 0, 


BOETE БЁЛЕ: 若 函 数 I 在 任意 闭 区 间 上 连续 且 不 单 
调 , 则 了 在 此 区 间 有 局 部 极 太 ， 请 读者 自己 证 月 、 证 毕 

定理 61.9 Brown 运动 的 几乎 所 有 样本 水 数 的 局 部 极 大 是 严 
ЖШ. СЕ WC o) ФЕ r ERR ERAKAR ТЕТЕ 
s> 0, 815. Ш |; — a| < s Ff, ИС, о) < СА, о). ) 

Ж ощ. 
| wE n { max W, max Wr} 
оа <, "S< r Sar, 

时 , W(-, о) 的 局 部 极 大 必 是 严格 的 。 如 果 能 证 对 任意 0 < 
а<Ё<сча} 


Р{ шах W , == max W,) = 1, (20) 
аты css d 
网 对 几 平 所 有 a, WCO, o) 的 局 部 极 大 必 是 严格 的 , 往 证 (20), 令 
Х = W,— Was Y = max [W И. 
B<; <d — z 

于 是 

max W; = Y + W. TW 

сл 
由 此 知 

{ тах W, = max W. = [X s= max W,— W, — У}, 
qat b s< 


HX X, Y, яту, m Ww, УУ, max. W,€ 2,1 
R max W, max W,} = Elorn, w; 
r<: <4 了 
= Е{Е [Irem жа] Wss Y, max W,1] 
ЕЧ] дка Б 
= ElE[Izes s=] max, W, =a, W, = B, Y = 1} 


= FEIP[X= a — g — УЈ} = 1, ЕЁ 

后 ,请 读者 自 证 若 定义 于 [0，, co ) 上 的 实 函 数 于 的 每 个 局 部 
наан ШАЯ, 从 而 Brown 运动 的 
儿 乎 所 有 样本 的 局 部 极 大 集 是 可 数 称 密集 。 





=。 249 。 


$ 2. 样本 的 渐 近 性 质 


下 面 我 们 讨论 , 当 T->% BY. snp， W, Е. ыз LA 的 增 
长 速度 ,及 当 了 一 0 时 ,它们 趋 于 零 的 速度 。 为 此 证 我 们 先 对 一 


般 的 独立 增 量 过 程 证 明 这 种 类 型 的 定理 ， 


单调 增 的 连续 非 负 函数 O) ¿ > 0 称 为 正则 增 的 ,如 果 存 在 





函数 Klr), К.б), lim K,(z) — со, lim K,(x) 一 1， 使 和 


Kla) < ZC) < Кух), x 22 0, г> 0, 
20) | 


定理 6.21 iZ X = (X,, :€ R.) 为 齐 次 可 分 依 概 率 连 续 的 
独立 增 量 过 程 ,&, 为 对 称 随 机 变量 ,1€ R., кт) JENNA. 


使 得 
f+ PIX, > g€ аг < оо, 
EA: 对 任意 41>1 
P flim msue 63 < =n 


证 HER a > 1, 记 
4, = (sup, X, = glatt} 





E 5158 6.1.4 1 
РСА) < 2Р{Х(ак) 22 рак), 
当 z€ Lat, ар, gG) =< glati), пахан 
PIX, + Х(а*у > 0) > 
# h EAS 


P(A,) < АР{ХС(а*)у 22 gloat) PLR, 一 X Cat) > 0} 
= 4PÍX, = gai» 
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с) 


《27 


于 是 有 | 
NL 1 Apis „| tp{X, > бо}. 


由 此 及 假设 知 
4 [1 , 
> Р) < A f L P[X, > el}d < оо. 
由 Borel-Cantelli 引 理 得 Plliminf А45} = 1. HoE Em inf 4% Е, 


存在 mlo) 使 得 
‚ир, Х(=)< (0071), k I nos 


MA 
aS a X.C) < glatt), & Z= жб)» 
RH 
im apta 00 < 1 
k+" glatt) 
{НЩ at < £ < tA 
_ ХКо) X, 
Куба gle) К,а?) Са) 
X. Cw) 
кас zak 
< g(at*15 


HER>> 1, 可 选 a > 1 88 KC) < 之 14， 由 上 关系 得 到 : 当 
оё lim inf < 时， 


这 就 证 明了 (2) 式 成 立 、 证 毕 

定理 42.2 设 X — (X,, :€ RO 为 齐 次 可 分 依 概率 连续 的 
独立 增 量 过 程 ，X, 为 对 称 随 机 变量 , ec R... шг) 为 正则 增 函 数 ， 
使 得 对 任意 o> 1， 
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SI PtxCeb > gCat) = о. C3) 


kai 
ДЕ л 1 有 
P fim пр > > 1} == 1, (4) 
证 ”分隔 种 情形 ， 
G) 着 limsupP (X, > (е) } > L, 


这 时 可 以 找到 序列 (2), оо , 使 得 


P[X,, > в) 2 — — a 
于 是 
Уу PO < x. < Go) < Dl РА) < ха]. 
<> <=. 


ЖЕН Borel Cantelli 引 理 知 , 对 几乎 一 切 о, ЖЕТЕ mao), 824 
я Z: (о) BF, Xalo) > аба). 从 而 Х.С) > АРС), ХҮ 
Ж 4< 1. 由 此 得 


P ftim su sup ки > i} = = 1. 





GD Ж йш sup PIX, > бф} < + 一 6。 对 某 个 9 > 0, РЕ 
当 + 足够 大 时 ,有 
PIXI < sO} > 28. 
+ 
B, = (X(atti) — Хак) > gCat) — z(a), a > t, 
当天 足够 大 时 ,车 令 F (а) 为 XCot 的 分 布 , 则 有 
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КВ) = Е[Р(В,|Х(а*)у)] 
> |", PUXAR) 一 (ок) > gCat) 
一 g(abD1XCeb = z)aF (a) — gCat)-. 
ЕЛА ҮЛЕ ЖЕКЕГЕ. АРАТ 
кв) > |“ PLXCet > g(aktyyaF Ca) 
= PIX (att) > (ауур Хак) < gCat} 
22 28Р{Х(а*'%у > (ай), 
故 由 假设 知 FPCB) 一 +оо, 但 诸 (B) 为 儿 有 立 事件 。 所 以 出 
Borei-Cantelli 5]ЖЖ{& 14 . 
Pllimsup Bi} = 1. 
但 
B, = Ва Х(ак) > g(at)) ОВС X(at) < вау) 
ECX Çat) > 8CaD)UCKCoea > (акн) — 2g(a0)) 
C (—X(at) > gCat) — 23а) (Хак) 
> gCat) — 2gCa4)), 
HERA cl, W a > 1 使 得 И 
8608) — 2g(at-9 = gCat) (1 — 22081 >) 


> eed — Ey) 


> gat), 
所 以 
B,C(—X(at) > 1gCat)) UCCX Catt) > 1gCatt!)), 
于 是 对 几乎 一 切 @。 


а = казр Ba = [) U (XCA > ga) 
s= 1 дәт . 
U (XCar) > ыба©туу] 
= б U UXD] > беу), 
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鼎 此 知 , 对 任意 14< 1, 有 





p {im s dž >1}=1 
考虑 事件 
С = {lim su sup - FO > г}, D = {im sop- > 1}, 


由 以 上 结果 知 P(C UD) = 1， 又 由 对 称 性 知 PKC) =PO) 但 
с ВЕ, HH Колмогоров = — 81, РС) = ü 或 1, 从 而 
E Р(С) = P(D) = 1, WEF 

$ 完全 和 定理 6.21 及 6.2.2 АЕНА — 6, HAE 


明 里 的 。 > 1 换 为 。< 1。 把 正则 增 函数 ORA 01 / 
(2), 就 可 证 明 下 列 事实 : 
若 X 为 可 分 的 依 报 率 连 续 齐 次 独立 增 量 过 程 。 且 每 个 随机 变 
# X, 为 对 称 的 , 则 
f = Px, > pa < co 


X, — 
>P fii _ <1]= 1 对 任意 1 > 1， 
EES 


对 任意 а < 1, У) PLX(cD > pCat)} = co 


А X 
>P fim = iple 
现在 把 以 上 两 个 定理 应 用 于 Brown 运动 。 为 此 ， 先 估计 下 
A: HER z > 0 


> 十 =- 1, ЕФ А 1, 








а я? a а - = 
Р T dx 二 -上 j= 2745 = 1 e 2. 
* : 


-=f 
м 2а 7° Мя в 
7 — N ак = 
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_ = _ isti? 
e 2dr > 1 2 


> zaj ”WwW 








由 此 得 





1 Ў < pO, > y < 
2л | 
иг) = (1 + s) 3 2710р орг, 0 — s< 1, KE = x, 
K,(x) = z, 0<=<1, 我 们 有 
PIW, > (1 + #) 2: log log z } 
=< — — 1 C ее овор? 
м 201 + ЕУ: log юр: 
= OC log Nt 


- 2 
[eS < ео (е > 1), 故 由 定理 6.2.1 知 


Zx z 


Мт chr 
5", 





lim sup _ <1+ Bas ` (5) 
r> 2: log log 4 
此 处 5 > 0 为 任意 . 


ERER g(2) = (1 — z) V 2z1og log: ,对 >1， 有 


Р{ (at) > (1 — s) V 2aklog logat} 
св атой 
1 е -3[- £ gloat apf 


> -u= [2regIegzk+ aY 210610664 + ] 
= є ` 


?т 


= С e =laslogak = CC logat)”, 


18. (1 一 еу Г +: м 2 | сат { 取 k 足够 大 即 可 )， 
У bog loga 


则 由 此 知 


EP{W (at) > (1—в)\/251ов log о усх а. = 
ова) 


故 由 定理 6.2.2 知 ,对 任意 5 > 0, Н 
lim sup W > 1 —8' a.s, (6) 


се Р УЗ ок ogr юк? 
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于 是 由 (5))( 人 外 得 到 Хинчин 的 又 对 数 法 则 : 
定理 6.23 ÆW Brown 运动 :出 
: Ww 
P +lim = = | ф = 1. (7 
{ ERA log log? } ) 
利用 定理 6.2.2 的 注 ,可 以 用 局 上 推理 得 到 : 
定理 6.2.4 EWA Brown 运动 , 则 
. Ww 
P +H ——— = 1 = 1, 8 
I 00 Z log | log | | (9 
[| жкен” OAR, BX tH КАЕ WW sP PE 48 





Р {iim if 1 =, (9) 

== 121108 logt 

P {im е =—1р=1, (10) 
б AM 2210р | loge] 





由 此 可 以 胜出 ,对 几乎 一 切 @,limsop И, (0) = +90, 














liminf Wla) = — оо, 
F (7), (8), (9), 10) 结合 起 米 ,得 
P {lim ор 1 е 1, 


re О Тор log: 
Р [um s =I = t) = 1, 
>o V 271og llog:| 
ЮШЩ w, 4 2 一 0 时 的 往 质 和 Wrta 一 W, 3 À — 0 НАВЕ 
项 一 样 ,所 以 有 


P [tim sup Па р 1} = 1, 
во 25log | log | 





Жа, W, CERAR 0, T](T < оо) 中 的 过 
酌 模 的 变化 情况 ， 令 
AT) = sup ]W,— W,| , 
ЧАД” 
因为 矿 的 几乎 所 有 样本 溪 数 为 连续 ,所 已 当 和 ->0 时 А„(Ту-=0 
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a.s, 我 们 讨论 Ai 了) АРАВ, A FAEM 
“定理 825 iw Brown 运动 ,有 


Р |" s| | — (T) _ < J = 1, 

















再 下 让 1 
Аст 
证 当 = <А =н, ALT) <2А , (Т), 由 此 知 
р m+ 
-7) <—— G). 
n+; +1 
h log- 去 lo mt z 
* & 
ү д, , sp | W(t) 
— log 2* +! + : 
ЕЖ А 8 Е 
Р{ lim ирта < oo = 1, 
由 定理 4.2.3. Ж] 
Pin, > х}. > P { вир |w,- w (=) 





k— 1 £ 
+ <t 
k. т 224! +! 





>: | 1 log 2" } 

2" 

< 2(2"#7у + De{ sup [07,1 >x ров 2" 
<< 2” 


= 了 (зөт + ЭР fw (==) => = | >] 





4 
= ACUT +1) eT logt L (s T+ з=) 29-9 


М = nalog? х ма log 2х n 
< K, щур}, 


м n 
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Й ХР (n. > х} < К> >= < оо, 所 以 出 Borel-Cantelli 51 


n 





知 limsup q, < oo a.s. ЖЕ № 


Ж 6.2.46 m Brown 运动 ,于 基 存 在 随机 变量 了 ,使 得 对 
— л, s€ (0, TI 有 | 
Г Wal EY Да — alos 2—7 
ja 一 n] 


由 这 个 不 等 式 推 知 Brown 运动 的 几乎 所 有 样本 函数 满足 
LiFe(c < 1), 得 由 礁 对 数 法 则 知 ， 几 乎 所 有 样本 函数 不 满足 


- 1 
L + 
1p 2 


$ 3. Brown 运动 的 强 马 氏 性 及 其 应 用 


ЖАПЕ ЖЕ (X,, гє RO RASARE (简称 马 开 过 
程 ), 如果 已 知 过 程 的 "过 去 "和 “现在 "， 员 过程 "将 来 "的 条 件 概率 
RRT IHE” RREH A B A о(Х,, :1 2 s) 上 的 可 测 集 , 则 
Р{В\Х,, {|} = P{ BIX} (1) 
Brown 运动 就 是 马 氏 过 程 , 因 为 它 是 独立 增 量 的 ,所 以 对 尾 章 Borel 
RA i > z, 8 
PW, — WE A| Wasu < r] = Ру, — We AÜ 
= P[W, — W, € A|W,). 
Br CF aE 0 Brown )⁄ РИ ALFA ЕЖЕ 
PAARA W, 为 多 ,可 测 。 现在 考虑 从 Tt 开始 的 过 程 Wr 
ER,), 如 果 把 随机 过程 We BERR 
(2, 0) —> W nwl 
Mikky е + BROS (Y [r < со] F, 这 是 因为 此 也 
象 是 下 列 两 个 可 测 里 象 的 复合 : 
(z, o) — (ебә) +, o) 
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(z, о) 一 Wke). 
所 谓 强 乌 代 性 就 是 说 当 我 们 把 可 选 时 7 作为“ 现在”， VEDAS 
马 氏 性 , 即 对 尾 意 4€ (Ку, 有 
Р{И/, 4, — WE ДП, u < r) = PEW WE AJW 

田 上 讨论 可 知 , 如 果 能 证 对 任 章 22 0, We И, 55 >, 独立 ， 
则 上 式 两 端 都 等 于 P{W 一 ие AY, 从 而 上 式 成 立 。 

FERH Brown 运动 具有 强 马 氏 性 . 

定理 63.1 W = (W, F (€ R.) 20 Brown 送 动 ,r 为 
ЕГЧ, РЕТ < ool E, сб, — W.,, € R.) 与. 多。 独立， 
ШАФ X, = И, — W, Bf, (X,, F rs гє R,) 为 Brown 运动 ， 

Ж К oW — We, z€ R) HERRAR EZAT 一 > 
(и. WARF. ARE 4, AC1r < оо}, RELER AE 

ELY e 一 Wa] = E[7(W,,. — WOEL; 
= E[y(W(-))]EL,, 
4 
vs 一 > £ І (Ete } 十 Olies 

r, УАВ, Н тта к. ја A, = 4 П frn = £h 这 时 4,6 
Fa 于 是 

EIY(W(r, +.) WED] 


б) н) 
в) и (e, 


= ЕОС -JIET = ELW (е, + 5) 
— W(=z,))]E1,, 
љи (А, к\к ; 
(6+) w (2 53 625 wa) 的 分 布 相同 ,所 以 


把 此 式 对 万 求 和 ,得 
ЕГУ (т + -) — W(z,))1,1 = EYCWE NITEL,, 
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Ф n -> оо, ү КЕЕН ЖШ. ЕЁ 
下 面 我 们 给 出 Desiri And; 的 反射 原理 。 没 > ATEH, R 


We ЖР т 处 的 反射 过 程 了 如 下 : 
W (z. о), ra) = со, 
Y(z, ш) =4 WCE, о), O&S rlo) < со, (2) 


2W (т(0), 0) — WG, a), т(ю) < < оо, 


以 下 图 看 ;从 0 BARA r, Y ES W 相同 ,过 了 7 ARE W 对 于 
БИШЕ ЛУ 到 :的 水 平 直线 作 镜 反射 就 得 到 Y。 这 就 是 说 当 
r= 区 Oo) 时 ,下 式 成 立 : 

YG, o) — Сб), о) = — [W(¿, ш) — Wirio), Ol 
参看 下 图 


Wilo) 
° 
TC) 








| YO Ио) 


反射 原理 叙述 如 下 : 
定理 6.3.2 ŠW Brown 运动 : 则 YY 也是 Browa 运动 。 
证 4 CIO, со] 表示 定义 于 [0, со) 上 所 有 连续 函数 空间 ， 
BC, w) ЭН. ЕЙ Borel с. AE BCCI, оо)), RIA 
PIYE A,r = eo) = P{W € A, z = оо}, (з) 
鱼 下 的 需 证 : i 
PIYEA, r < col = P[W 6 À, r < оо}, (4) 
令 . . 
W; = W educe + Шш: сей» 
ELi, o) = W (z(o) + z, w) 一 W (z(o), в), 12 0, 
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BE wte F.. tH КЕРЙП GU, о), ге R.) 5:97, НҮ, 1 
且 它 是 Brown 运动 , 故 (—g(z, о), tE R) 15.23 £S, MW 同时 
CEE Brown 运动 ， АЯП СИ?» r, gG2) АУЫ (Wis Ts 
一 gC 四) 的 分 布 相同 ， 但 涩 > < co 时 ,我 们 有 | 
W, = W; + gG 一 TYI peices 
Y, = WI! — glt т) raes 
MANS Y AAAA. Fai RK Ar. 证 毕 
定理 6.3.3 Фм, = sup. W, Е +> 0, 220, 有 
PIW, < b — x, M; > bY = PI W, > b + z). 
证 定义 可 选 时 7 如 下 
tm) = inf {s > 0 W, 2 b). . 
ВОЛ ЗР ЖЖ УЖЕ. W= b, E íM, > в} = 
{т<}. RITE ú 
Pir < i, W, > b + xY = PÍr г» W, < b — к}, (5) 
事实 上 262 УИ fE r 处 的 反射 过 程 , He обоо) = inf {> 0, 
Ү, 之 外 , 则 外 于 了 与 到 相同 分 布 , 故 = W Y RJ РА z 视 
为 的 可 漠 隙 数 是 相同 的 ;所 以 0 与 ?的 分 布 也 相同 ;从 而 有 
Ple < :, Y, < b — xY = Р\{т < ,, W Or 
{Н Ip, = ë, Y, = 207, — (т =< : < оо), 于 是 有 f 
P{o = :, Y, < b — xy = Pir = :, W, > ë + x, 
由 以 上 两 式 得 (57. | 
ШК, > Бус {т сг}, Xi (W, > ó + Cir =< yp T 
是 由 (5) 得 
PIW, >b + z) = Pir <s, W, <Б — х} 


= Р{М,22 Ф, W,< š — к}, 
THE wE 


利用 本 定理 又 可 以 推出 引 理 6.1.4 的 注 2 里 所 提 到 的 等 式 ; 
PIM, =b} = 2P[W, > bY, b > 0. 
事实 上 ,因为 以 六 :一 0) = 0, 在 定理 中 取 x 一 0， 就 得 
Р{М, > = РМ, > Б, W, < b) + Р{М, > b, W,> Р} 
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m PIW, > b) + PI, > š) 
= P{W, 22 bY. 


РІМ, > 0) = 1. 
Ж 6.3.4 W, 5 M, 的 联合 分 布 密度 PC b) 为 


0, r> b E b < 0, 


Р(х, b) = (2262 › b 2: 0, ó 2 к, 


w p°? 





证 由 定理 4.3.3 知 
PIW, < z, M, > b} = P{W, > 2b — x), 


由 此 立刻 算出 p(x, b), UE: 
令 m, = aE Wis 下 面 我 们 寻求 M:s M. 的 分 布 ， 为 此 ， 定义 
тра 
т.о) = mf (:W о) = z), =€ R. 


јох 对 了 的 反射 为 +,(x): 
r (z) = 2y — x. 


W К 中 任意 Borel 集 互 对 ?的 反射 为 rC): 
т0н) = [r (z): хє н}. 


21396.35 xa < 0 < b, S 
(1) 若 Borel 集 НС(— оо, а 1› ЩЩ 


Pin < т,, ЖЄН} = PWE r,(1D) 
= Рт, < z W, € r,(H)), 
(2) # Borel Ж HC [k, +оо), l 
Р{т, = tas WE H} = PIW,E r (HY) — Pir 
一 W,€ r.(B)). 
证 为 了 帮助 思考 :我 们 对 《1):《〈227 分 别 商 出 示意 图 如 下 : 
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图 і 


HE (1). RA {#,е HYC Iz, s< z) (ШТ АСС оо, а]), 
所 以 {re = Tas WE H)C (r, < г}, 7,920 „Нус [5, со), 
所 以 {We (Н), Y Wa = 作 镜 友 射 ,并 且 利用 
反射 原理 得 到 
Рту < Tas W,€ H) = PÈT, < tas W, € НУ} 
| == P(W, € rH) 一 Р{т, < tps W, € rD}. 
这 就 证 明了 (1)， 同 样 可 证 明 (27。 
PM 6.3.6 it J ila, 5] Bi BJ 4" Borel Ж, a= 0 = 5. 
TEH: > 0, 有 
Pla < т< М, <b, WEJ] | KOy, O 
此 处 | Е 
| ы „осм! будаа)! 
k(y) = k(a, ó; у) = 1 >; е # —@ t 3 
žl | 


Emz a-a 
(7) 
这 里 c = Š — s, f 
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证 | 
Р{а < m, < M, < b, W,€ JY = PÍW, € J, £ < т, t < т,} 
= P{W e J) — Plr < ть, z, < z, W, € J 
— Pir, < Ta’ z < z, W, € J), 
现在 计算 Р{т„< r, z S< r. WE Jy, 我 们 以 W,,= a 为 反射 
ЕНЕР ЖЕШ АП О 
Р{т, E Tps r, < r, W ,€ Jl = Р{т„< ту, TE WE Гу}, 
因为 rD, al, W {W E СОС (r, < 生生 ,于 是 上 式 变 
为 | 
Р{т, < тут, << t, WE JY = P(r, < ть, WE КГ) 
= P{W, E PIJ} — Р{ть S< Tas W, € rY) 
这 里 要 注音 т, rpa s БНБ 6.3.5, 我们 得 到 
Pira = r,, т, < :, WE 7) 
= P{W, € r,(J)) — P{W, € ть") 
+ Pir, E rp WE rar} 
= P{W, € r,(7)) — P{W, € rar KI )} 
+ РО, € r.r r (7)) — =, 
由 于 
(кау) = z— nc, (т»г„)"(®) = x + nacese == b — a, 
故 集 ОЛ)» ғът СЛ)» rara СЛ), 逐次 远离 原点, 证 且 离开 的 速 
度 很 快 , 且 不 相交 ,所 以 上 式 右 方 的 级 数 必 为 绝对 收 襄 ， 因 为 
PIW,€ {rere CDY = P{W, — 2ne € J} 


1 -tn 
gah ° 
PIW,€ (r, r (JY = P[W, + 2nc € r/(J2) 


= PW, — 2a + 2nc € (— Р)}. 
1 |е g- аяг)? dy 





ШҮ» 
于 是 
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Р{т, = гь, т, Ж!» HW,€ D 


a 1 
+ 了) -一 一 
22-755 
同 理 可 证 (或 由 上 式 а, 5 ЧАА) 
Р{ть < Tas ту St WE J$ 





__бу-за+ ас)? 
| е н dy . 


677 
е 


>= | 
ssi м 2ж? і 
| == : dy 


+5 


1 
"=t м Zei 





从 而 得 
Pla < т SM, < b, WEJ}. 


ы Liya? 1 а 
= | 1 5 геи засу O А g 0-20. 290) 
1 Zf n=— 


注 B = — oo, 划 得 


Jay. WẸ 














-3 ír- 
PM, €b, w, <= |. VEP [le = —e ¥ ]day 
-pt жї 
2___{* -六 
= 二 -一 е 2 Фу 
yl Txi Í. 
由 此 就 得 | 
Pim <= |2 (6 “ dy, (8) 
Лл. a 


这 个 公式 也 可 以 由 引 理 6.1.4 的 注 2 直接 推出 。 
下 面 我 们 讨论 Brown 运动 样本 谣 数 的 根 集 。 固定 о, 对 性 
ЖЕ с, WO, o) 一 “的 根 构 成 一 个 集合 S.Cw)， 
ShD EW о) = с}, 
Sko) 叫做 < 水 平 集 。 我 们 讨论 5,00) 的 结构 ,内需 研 究 ы) 的 
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结构 性 质 就 够 了 。 
定理 6.37 对 :几乎 所 有 o, 有 
(а) 0 为 Ska) ИЧЕ Ыл; 
(b) 5.Со) ЖИ; 
(с) 59) 为 无 界 集 ; 
(9) SGo) 为 Lebesgue З 8, BI 2С5,(0)) = 0; 
(е) 5.00) 为 自 稠 密集 。 | 
证 
(a) 因为 对 任意 ! > 0, PIM, > 0 > т, = 1, HE [0, :1 8 
W 变 号 , 即 在 [0, 1] 里 必 有 So 的 点 ,对 几乎 一 切 о, 
tb》 因 为 对 几乎 一 切 o, WC ，, о) 为 连续 函数 。 
(с) 因为 对 几乎 一 团 o, Emsup Wla) = + oo, 
lminf И, (оо) = 一 оо, 


(4) 因为 对 任意 1, P{W, = 0} = 0. EB Fubini 定理 知 


ERSE) = E (анн) 


| 一 (РО, Со) = 0)& = 0. 
(с) HERAA +, 定义 可 选 时 
т.о) = inf {5 Z r, Wo) = 01, 

r,Go)€ 5), ЖЕН бш Е АП (W „вез ғ Z= 0) 为 Brown 运动 。 
А1 Са) 的 推理 一 样 可 知 , 对 几乎 一 切 о, r,Go) 是 Ss(wm) 的 极限 点 。 
< 

4, = {orr (о) 为 5б со) 的 极限 点 }， 
于 是 得 : o | 


р Í A|) =1. 

(Q4) 

但 we | 4 当 且 仅 当 so) 29 ЕЯ. irih 
u r“ Q ` 
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由 此 定理 可 知 10, ONS) = LJ ea 为 不 相交 的 开 区 间 е, 


的 可 列 并 ,每 个 区 ЇН} „ЖИ 的 离 夫 漫游 区 间 Cexcursion interval), 
限于 е, 的 Brown ЖАЛ (W, z€ eat 时 做 W: ТЕ R'N O) 的 漫游 ， 
和 欲 研究 Brown 运动 的 样本 困 数 的 细致 结构 ,有 时 需要 把 它 分 解 为 
ё. 





54. Brown 运动 的 局 部 时 


iZ Wi, Fp r€ R.) 为 Brown 538, МЕ a 2> 0 EME 

时 : 

Ta = inf {s: W; = e) = inf {s: W, Z a}. (1) 
显 见 , 当 56 > a> 0], r, 22 z, B. = = 0, 所 以 随机 过 程 《r， 
в 22 0) 的 几乎 所 有 样本 是 增 亢 数 。 此 外 当 志 > a > 0 hf 

T = Ta + inf {Ие We = Б — a), 
EARDERE (Fear 一 Wess > 0) 仍 为 Brown 运动 ， 且 与 
F -独立 , 故 

inf (S: W во We = b — a} = inf (S: W, = ë — a) = тум, 

所 以 z; 一 r, E Te-a 同 分 布 , 从 而 (To, Ж, a > 0) 为 齐 次 独立 
增 量 过 程 , 和 而且 几 乎 所 有 样本 为 增 函数 ， 由 定理 4.8.2 知 ,过 程 r, 
БИР Жо, 


Ta = ma + |“ иба, duj, o Z: 0, (2) 
此 处 
ula, 4) = У liares AE BR). (з) 
таа 
с. 的 特征 函数 为 | | 
Бейне exp | іта + | (ее DI ба, 40), G) 
此 处 


П(а, 4) = Egalas А), AE (К). (5) 
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为 了 有 具体 地 把 参数 普及 П(о, A) RH RETEA Ко) 一 
Ec za, Ш х= и + іои 2 0. 记 式 的 分 布 为 FC ): 


Егу = Р{т, < y = РЇ М, 2 a) = PW, > а} 


= -本 
e х, 
а 


2 
мі Imt · 


== 








由 此 得 
dF а.в, 


dt м 291% 





йк Ре) 也 可 以 表 为 
FO = 2 [u ra Í =) e Sa, 
=! | 











2л; ° ,/ 29:55 
于 是 
Жа) = Ec sa 一 r EO) 
= f e= >= 六 idi, 
或 
Ка) = [гена = a |, Р(йе-"й 
сз _ ron 1 E a 
= 2 "д 一 一 -一 一 # dr, 
f е | = е ғ 
RG) ,对 = 求 导数 ,得 
P) 一 一 2 с" еба, 
° 2t 
ZOE а, 


由 此 及 (7) 得 下 列 微 分 方程 
{"Са) = 2=(а). 


但 1(0) == Ee = 1, (+0) = 0 С т. = оо), 


方程 (9) 的 唯一 解 为 : 
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(6) 


(7) 


(8) 


09) 
所 以 微分 


Ко) == . 《10) 


Fe s = — iL, 19 z, BUSA PERAK 


Есте = gH E 


= 17 | (ens 一 194 地 da} 


(r: (22 一 Da du = 2 K: e™ 一 1)4 (= ma 
= 244 N еч VE 二 《一 1 十 D za). 


由 此 与 (4) 式 比较 ,得 知 m 二 0， 于 是 有 下 列 定理 
定理 6.4.1 过 程 (7。, 多 -ya ;> 0) 为 齐 次 独立 增 量 过 程 , 几 
РТИ РЕДЬ ЗРК ВАЗ, Н. 


т, = (аиа, du), 
一 а 





此 处 | 
pla, 4) = У! Гаел» AE BCR)» 
ача 
H(a, 4) = Eula, А) = = |, ии, 
其 特征 函数 为 
Ее = exp L= N Се" 一 Ги). 


伺 往 讨论 的 Brown 运动 都 设 它 从 0 8 „ИЛЕ ВПП ЖЫ. 
b AHER Brown 运动 ,而 5 > 0. 

ЖУ 64.2 ik ë> 0, 4 ,W 全 GW S, ste R.5, E 
Wo = Б as ， 同 时 它 是 几乎 所 有 样本 为 连续 的 和 旗 次 独立 增 量 
过 程 ,其 增 量 pW 一 БИ, ~ N(0,:— ғ), 0 =< s< 1, ШЕЛЕК 
从 5 出 发 的 Brown 运动 . 

W B € 2 (R°), Шосе, <, <-* << RINTA „ИЛ, +++, 
m a 的 分 布 PIGW, э ..., ИГ) B). 若 记 o = 0, x, = 5, 
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则 有 
P,( B) 会 P[G,W,., +» si JE B} 








1 
-3 5 =з, QD 
| ху. 11 dx," + +йхһ„ 
SOL PB) = PI(W + 5, И, + b, з, W, + bE BY, ПЕ. 
ECLOG H 2 > z, > +++ > с> 0, El ,W,, = c Ëf 
РР, 6 4х\уй/,,» t. "s W , 1 


rb, уа 
п 


= P [W sé dx] = kawa gx (12) 


1 
м 2х(4— м) e 
上 式 世 可 写 为 : эл» Z n. W, = chh Æ 
. Po{sW,, Є dx | S”, | = PAW `, € dr}, (13) 
ЗСЗ) НАЖА КАШ 228 Brown 运动 可 以 粘连 在 一 起 :也 就 
是 说 Brown 运动 点 在 时 刻 #a 处 重新 起 步 。 用 更 严格 的 话说 .以 现 
在 了 时刻 й EW., = ғ WEAR СЫЙ, э і 22 0) 是 一 个 从 с 出 
发 的 Brown 运动 ,而且 与 过 去 GW s < л) В, 
为 了 尘 虑 从 任意 点 生发 的 Brown 运动 的 今后 发 展 , 我 们 把 这 
个 过 程 记 作 Xo 于 是 413) 式 可 以 写 为 当世, = = Bj 
P, {X € 4х| эт} = P.[ K, _, € ах). (14) 
лла BB ZZ BU РЕЩ — д ЖЕЛЕК ЕРМЕ X ЖЕ ЫЕЖ ЛАШ Ж 
的 Brown 运动 ;而 右边 弧 号 内 的 区 是 从 。 了 出 发 移 Brown 运动 。 
对 任意 可 选 时 +r， 由 强 蕊 氏 性 立刻 知道 (14) 对 7 也 成 立 , 即 
P. iX. € BIB.} = P.(X,€ В}, (15) 
Шт co, ¿c = X,, B € BMR 
考虑 从 a 22 0 出 发 的 Brown 运动 ЛУ, 我 们 定义 
aW ss £ = Tos 
«ЙЕ = | 
max W: — Wss i Tis 


r< 
此 处 ro = inf (s: W, == 0}. 
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定理 6.4.3 |„и,| эг 的 分 布 相同 ， 
证 当 ! 扎 时 ,由 定义 知 .W ,之 0, 故 
Wr = ,W , = | ИД. 
H NI, FL E 0 出 发 的 Brown 运动 证 |W,| 与 М, 一 W, 为 
相同 分 布 。 由 系 6.34 30,238 8 2 0, = = 8 B) 
P. (W,€ da, M, € 4 


= |2 , C8 — a)dadB, 
лі А 


BHI, =< Bf (Wr = М, —– Wa 
Pof M, ТЕА! = PAW; = c] F} 
= рМ, -< И, Se, тах W, — W, = e] F} 
А | _ об; 
== Р М, — W, — (W, — W ,) =< 
тах (W ne 一 Ww) Gr. = WJ) < |2} 


о40<:-: 
= Í! 一 (2р — aJe БВ др 
м; me mls ғ) 


„изя О 
му}, Ё = | g 
= |! ag Í da + [ ag Í dal 
9 M-F = Ms—Ws й—є 
— n; TT _ов- а)? 
x (|Z or -和 的 
20: — sF 
— = _@#-Уг+о% 
一 [2 [e кл Y} dp 
тт — s) 


+ We — 2730597) 


- x= = yË |, 一 as -2 fora) 


a 
x e 0—7 dp 
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РЫ 
татав 


= 一 一 一 | ñ 
VG г) 0Р6 
= PMi Wl Erh 
但 由 上 式 知 | 
РАТ |а) = ЕРСИ = el |S С} 
= Е{Р„ (lw < DPT) 
= Pt | Wel = c)s 
了 到 了 一 0 上 式 化 为 
PAW; =< e) = РАР, = cl. I 
这 就 证 明了 对 从 04 出 发 的 Brown 运动 Wal W ,| 55 W; = M, — 
W, 的 分 布 相同 。 E 
下 面 我 们 定义 Brown 运动 的 局 部 时 L,, 所 亩 局 部 时 L, 就 是 
Brown 运动 W 在 时 刻 : AATE О 值 的 时 间 长 短 的 一 个 适当 的 度 
Ж ,为 此 先 证 : 
定理 6.4.4 БиХ НЮ Вова 运动 ,于 是 对 任意 о > 
0, WEH 1E 
lim mía, (g, +eo))] — (16) 
* 10 yd Zire а» 
此 处 o 
иба, A) 一 >; Te 
a< 
r. 由 (C1) 式 给 出 ATs 为 5 在 时 刻 5 时 的 跳 值 . 
证 熟知 na, A) 为 Poisson 分 布 , 且 由 定理 6.4.1 知 


Eula, 4) = Қа 4) = Z: |, нін, 


Eple, (1, ооу}АП, 一 г [2 于 是 


Elala, G, со)} 一 mP = П, = . É. 
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对 任意 9:0 < 4 < 1, 1@= -de Уп, а 222. жшж 


rig r? < q, H Чебышев 不 等 式 , 有 
P {lelas G,, соў} — Th,l > —1-) 


=< "т, = а үк (y ‚ 
н” < 1， 故 由 上 不 等 式 知 i 


>L} <o, 
rë). 








For [|ala 0, >) — É; 
ЖЕҢ p 之 plo) 时 I 
jenene Et (а аа). 
由 此 知 对 几乎 一 切 w， 有 
im elas Ur, 90)} L a, 


从 而 由 Borsl-Canteli ЗІ 1, JLE о, FEER plo), 
т g" 
paee 2 





zip 
对 任意 小 的 5 > 0, ЖЕТЕ p, Eig < a < poe, үй 
д а» С. 一 13 оо)} =< Ë {а, (e, oo) 


м2, а Гав 
=< pla, (frs соу}. 
.qv 2/zle 


由 以 上 两 关系 式 知 :对 几乎 一 切 有 
lim inf рАа, (е, оо)} 





qa = 


«lafa 
< lim mp 2092 (8, ©©)} __ 4_,. 
Мы Р /2{=в 4 


-273+ 





但 了 为 《0， 1) 内 的 任意 数 ， 中 此 立刻 得 证 (16). 


lim аі М,, Се, оо n = M,a. s. 
m 27е 


Ж и{М,, Ce, oo)) = > >з, 而 它 就 是 {as > 0) 这 个 
过 程 在 时 刻 М, РИМЕ в ВН, 但 图 形 (а, rO 
与 图 形 C, M) 是 互 为 反 函 数 ( 参 看 引 理 V. 5.5), ШШ (z, а > 0) 
的 每 一 个 跳 与 (Mo 2 0) 的 每 一 个 取水 平 值 段 (不 增 眉 ) 之 闻 是 
一 一 对 忘 的 ,相应 的 距 聊 值 Ar, 等 于 44:M, = aY, 2 为 Lebsegue 
测度 .所 以 (M, (в, соу} 与 非 降 过 程 好 在 时 刻 + 以 前 ,其 长度 
大 于 є 的 不 增 眉 的 个 数 最 多 相差 一 个 ,于 是 由 上 式 得 


Б == Гакемисюа = Mis P, 
ат > 2 {A а. s. (Po) 


ЈГ 


im z Ў) Lamanna = Mi s.s. (Po) (17) 
r< 


im |Z D aM R) = Maa s (P) (18) 


Sir а > 0 29 | 
f unla, du) = — ‘uela, (du, оо)) 


= 一 Eakas (E, оо)) + Í иа, (=, ©о))ан,» 
由 此 知 | | 


J funa, du) = 一 ү? иба, (в, 00)) 
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+ ме, ө, он | 

=— J ба, (в, co]] 
+ “| и аба, (а, oo)) 一 = М 
+, a 2а 


但 由 定理 6.4.4 知 , 对 几乎 一 切 о, lim NP. иба, (в, %)) = a, 
所 以 出 上 式 立刻 推 知 ,对 几乎 一 切中 有 


‚ im JZ |C, — a, 
| "фа 2510 


从 和 而 
lm ,Ef “к M,, du) = M 128 8. (P.D, (19) 
e40 W 26826 
但 | ии М,» da) 一 > Ár. 
` "< 
=T нм г <. 4б; M, жш), 
此 式 代 人 (19) 便 得 (18》. 


图 形 , 用 它们 来 解释 (17); 


275. | 


Wu) .A 


| oY EE 











о 一 . - 0, Е КУ t ` 
记 
55 = {Wr 0}, So e, Hl = 0} = (iW, = 0}, ` 
由 以 上 示意 图 看 出 , 非 降 过 程 对 的 厅 增 处 ,从 是 过 程 不 ЧЕН 
处 ,而 M 为 增 的 地 方 怡 是 过 程 V REFERE., MUHE M 
# 55 上 增长 ,而 在 55 外 取 党 信 《 央 其 图 形 汶 平 的 )。 此 外 由 定理 
6.4.31, W 51| 为 相 启 分 布 。 因 此 对 55 与 过 程 M 之 间 的 一 
夸 关 系 可 以 用 到 S” 上 , 见 存 在 一 个 非 降 随 机 过 程 L= (L) 使 
PLE 上 增长 ,在 К\з! 上 不 增 ;同时 关系 (C17) 也 对 工 成 立 ， 


йа Erik К\з"! 一 了 ens ЛЬ Cen) 为 不 相交 的 开 区 
间 , 故 相应 于 (17) 的 关系 可 以 表 为 


Em [= 5 [acea>e = Г.» в. s. (Po) (202 


#40 2 „рл 


起 外 ,因为 玉 ” 与 11 局 分 布 , 所 以 工 与 要 PEB aB, 若 把 
L, BRAA (z; арт 0) (M, BJ Z ВЗ 29 [ вт 0))› 则 


(ay 4) > lisod 
аа 
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Кеч J. 


ТОТА 


与 z(a, A) ЖМ, BF slas 4) 与 иа, A) ВЕНН, 故居 
照 (18) 式 的 证 明 可 得 : 
定理 6.45 HER: > 0, 有 


Em £ > 1(е«) = Ls в. s. СР) (21) 
ро V26 .Ela 
LG, <s 


下 面 证 明 一 个 定理 ,由 此 定理 可 以 看 出 L, 的 直观 意义 ， 如 上 
所 定义 的 过 程 e) 叫做 Brown 运动 三 的 局 部 时 或 砍 的 留 清 于 0 
处 时 间 的 密度 (Sojourn time- density), 

定理 6.4.6 对 任 剖 上 之 0， 有 


imt sS Es ED L,, в. s. (РУ) (22) 


{0 


注意 ， АС: И, | = ë, $ = t) = СОТА 所 以 (22) 可 写 
为 


L, = lim 1 | Te 本 ar а. S. (Р,) 
Ф026 1 


н r LW aL = L, GG: Тоби ГУ) = 0). 


证 因为 W; = М, — W, 5 |w AA, M , 5 L, 同 分 布 ， 
эч 
Р{| И, Є da, L, € db} = PÍ W7 € da, M, € db). 


但 由 系 6.3.4 4,5 x <р, y > 0 Pi, 
Gy—xy 


P{W ,€ ах, Me ду} — |209 =a) ахду. 
N а 


由 以 上 两 个 等 式 得 
Р{|,| € da, L, € db} = РМ, — ТУ, da, ME dh} 


ЕЕ __ ба)? 
一 = (2 + aje = dadb, (23) 


我 们 估算 
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р, А Е, |А: — Жыл Жы) 一 上 。 (24) 
先 算 
E, (2 (= [m| < е = Bs < әү 
= 5f ‚| du Eo lupola) 
t $ a * 一 z -9-07 
=t а | ab [^а e” e€ ©» _ 
g: Јо 9 ° a a жи V xG — я) 
1 Í° Ы 1 
=з —— | 41 da —— = f3 25 
:| |, Vu и) ( ) 
2 роу |2 [° а 
E.L: = EMi = — ( х?е и dx = i$ (26) 
жї -t 
一 ТОБА: W| = s, s £D) 
` = 1. |, Ел]. (27) 
但 
БЕЛИ ЛЕРИ 一 E [M dzen) 
= Е MT owr су] + E,[(M, — М.) «el, (28) 
由 (23) 知 


ЕМ diwes] - JZ fef óG +a) mp - db, (29) 
ТЕЎ 


此 外 
ЕСМ, 一 Miwa] = En lozen EM, = М,| F) 


- (2.7 EM = w, — ol) 


в 


- 


Wr = MC W, 


令 ñ 
inf 00 =< z#— s, Way, — W, = в}, 
о {оос Wep 一 W: = a) AFH, 
于 是 上 式 可 以 号 为 《Wot 一 И”, = а) 
ЕСМ, — М.) 


= |, 42 e 2 daEoL EKM: — М, „| Жл )| 2#7,] 
° W жу 


at 
-p J2 4 е TE do 
. = 


— 2 _ _ -mÈ р 30 

x |== F (30) 
《这 里 用 到 的 分 布 (6))。 所 以 由 (28), (29), (30) 并 经 过 计算 
得 到 





Eol Elar ey] 42 faa re di 


xe -£ de, (31) 
再 由 27) 及 (31) 得 
+ EIL AG: [Wsl < 8,5 < 0)] 


x 76 do Š С, (32) 
ЛОН 24), (25), (26), (32) 得 . 
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АС: [Wl <s, í =< | 
— L, 
28. | Е 





р, 一 Eo 
= 2, 一 CSA 


现在 计算 С, 的 Laplace 变换 ， 
| Сое = 2. r с С q - 
i хо ` d 











— 21 N e" di fa r eF dr 
m ggo * Ур. 
оз І £ | * -© 
+ 过 | e a| as Í 42. Xda 
Ел Јо - 20... FOON ms | 
A — = 
f i ае С> Ду 
0 la af 一 一 5 
= T, + lp, 
由 (8) 及 {C10} 可 知 : 
— ы к z 
_ [4—1 [ N - F 7 
L= = |. “ . 
, EA ; да А Ё d: А ё Vs dy 
1 f утва - | 
єл! jo > 
сүр a -ё 
一 一 | айа ç ay | ds |20075 
єл Jo a Жї 
i=: -$ 
| e’ da 


"330+ 


Eran 


G) 


(35) 





-| ada N 2 sa] (75 一 
0 ° л; ° 


со „— slyt to} 


х de Í £ 











故 由 (34)，(35)， (36) 知 | 
|, ¿ca = Ë (е7 + ei Jda, (37) 
o ЕЖ 4% 


由 此 及 (332， 知 
1 


F eA dt = 7 一 - — | (e Yawa e ид, 
o 0 єз? $ . 


_ 5 
£ 


2_ 3 -+ 1 _ 
z 2/26 3.2. 
> (e 22 + 十 227328 EX 


== 2 - Га 一 =“ va (2 + az “da, (38) 


z š 





由 此 还 知 
= dA 2 3 -} zÈ 
* — d: = — — —— EWcC*= t + — 一 
k: й z 22. | 24/2 в 
x (е7? ух 十 2.7% *), | : (39) 
但 由 Laplace 反 演 公式 易 得 О 
3 z3 1 
-一 一 -一 一 2 一】 十 一 一 一 一 
dt 2 м 2 E сє) 24 2 s 
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2 ENT тер ні 
m — (| + | e 2 du) 
мя ГЈ 9 








М 2 T ENT ГЫ 
EP арт) a 
A 2x в ° N . 
NT ри ш? 
0) а 
Ü 


f Е 
1 аур 
+j. (2- 
由 此 可 知 А, 是 + 的 增 函 数 , 故 


е |” — 
| e tds 
£ Jr 





V u) T du >ù, 
8 





< N oF А4, 
£ t 
= = N 270 Ads = O(e Мт). 
所 以 由 (33) 及 此 不 等 式 得 


в] Se) _ L| = о ут). 


ЕНН ЖЕШ, ЗР 
HAREDER RRS] 
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#5, 伊 芯 过 程 ,扩散 过 程 (随机 微分 方程 ) 


ik (Q, F, P) 为 完备 概率 空间 ，(. 氏 ,) 为 一 族 右 连 续 上 升 
子 G Ж. F, EH .多 FHEAE. 

定义 6.5.1 连续 随机 过 程 二 (XX,, 名 ,, ге R.) ЖЕЛЕ 
HEE TURY 


X, = X, + | ade + í P.W, а. в. (1) 

此 处 全 一 (家 16 是 ) 为 Brown 运动 。 Cass F o € R.) 
及 Chis F tÉ R.) 满足 如 下 条 性 ;: 

ү | вСо)|4‹ < со, AZORE css (2) 


由 随机 函数 C Far гє R.) 所 满足 的 条 件 (2) 知 ,5 RWE 
随机 积分 | BdW, 存在 ,而 且 它 的 几乎 所 有 样本 为 连续 。 但 由 定 
EB 5.6.14 及 其 注 2 А], (|, BAW Fas (© R.) ЖЕ. 


Ау ы ТЖЕ ЕТЕ С) Ж x B. БЕН ЙК 1022720 
dX, = adt 十 5dW， Xo ЮН (3) 


局 部 对 (| saw, 97, гє R) 也 是 局 部 平方 可 积 款 。 正如 定理 
5.6.14 的 注 2 ,定义 一 列 可 选 时 如 下 : 
T, = inf fa: (ва = "Ле, 
TE т. па. s. т. { ОО a, s. af Bb? lords = п, 从 而 
E N 5? lo, ds = оо, 
(| ьа, r€ R.) 26325 ЫЗЛА, 其 相应 的 可 料 增 过 程 为 


PATa 
| bidsy 
p 
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ЖИ) T < со, 4 z =š ТЮ, HERE 6.1.2 知 ， FB АК 
成 立 : 


Kes X) = Ко, XY HI С Хде 
+ е» хобо + 0а 
t ffy а Е 
+ | хова, _ (4) 
020 
dj(z, Ху = £. G, X,)dr: + # (2, Х.)4Х, 
+- fy Xido a. (5) 
ЕК НЕШ, Ж ЭЕ ЖК НЕ И HAIRA. 所 
ТН m ҖЕ PE ЖЕЕ , 指 的 是 
х, = x, + | 4G, ods + |' BG, оўдуу, (6) 


其 中 W = (W,, Fist € RI дут АЈ Brown 运动 BH pr 一 
(WD, рр ®,...‚ POY, 每 个 分 最 全 站 二 (W, Fa € R,)25 
Brown 运动 各 分 量 相 互 独立 。 RE (Аб), Fst К,) Шт 
维 向 量 过 程 ，BKp дт хт, Ж; РН у; 列 的 元 素 Вб) 
为 适应 过 程 , 4, 及 ВСЕ ТРАЕ: | 

r :AD | ds < co а. в. r ВС) dt < co a, s. 


于 是 于 的 每 个 分 最 可 以 写 为 
х= д? + f 4 G) ds + > | BMawi, C) 
° i= 7° 


设 Ke, Bitta) ЖЯ — АЎ, B fas То» Zea; 也 为 连续 函数 , 则 
对 f 有 如 下 的 伊 蕊 微分 公式 ; 
Kes Хө, +++, XP) = Ка, XP, +++, X) 


жиб, XP, ++, хуй 
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Hort 
+ D (аб, XP, 5, XIP) 
.1=1 
х [аә ds 十 У) E (Jaw? | 
` i=l 


十 二 LS [z e, xP,- ,x 


ijel 


х So BaGOBCO] ds, 
fU 考虑 过 程 | 
Z, = exp |, a, — 1 | ом}, + «Т.Т < cos 


此 处 过 程 a = (а,, Fot < ТУЫНДЫ 


T 
| ajdt < оо a.s. 
Ó 


(8) 


Ж Z, 的 随机 微分 方程 ， 令 X= | adw, 一 zh dds, 则 Z, 一 


ех, 利用 伊藤 如 я, 得 | 
== :一 1+ 上 20400,1 = Т, 


02 过 程 * 仍 如 上 ,考虑 | 
X, = 1 + Í Хүа,4й/,, 
Y,=1+ | Y,a dP, 
HPE: SUS UE = = 1. 
H 3 设 @,у b, 为 决定 性 的 函数 , 且 满 足 
|, ads << со, k bids < со, 


ї® 
考虑 过 И lea fie -fatu “rawh, 
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刘 由 伊藤 公式 名 证 | 
X, =E + Í a,X,ds + i һат, (< T. 
设 随 机 过 程 6 = G Fot << T) 满足 条 件 
E [aa < оо, 
ТРЕТЯ ЕЖ У СУ 为 Brown 运动 ) 
X, = X, + |, Баи. «Т. 


这 个 过 程 是 平方 可 积 靳 ,其 相应 的 可 料 增 过 程 《X》, = | is- 下 
面 我 们 证 明 这 一 事实 之 道 , 它 是 定理 6.1.3 的 推广 。 ° 
定理 6.5.2 (Doob E) Wë X 一 【 Fat < T)» T < со 
为 连续 平方 可 积 鞭 ,而且 
(ху 一 上 zas, (9) 
此 处 适应 过 程 其 ro > 0 HILF G, о) FE + >< P 而 
в). 于 是 存在 Brown 运动 W = (W:s ЭР, z =< Т), 使 得 
X,= X, + | Баи, а. з. (10) 
特别 5 三 1 时 ,这 就 化 为 定理 6.1.3 
证 定义 过 程 WW 如 下 


Wo) 一 [== ьо) — dX, C11) 


зц bls, в) = 0 时 ,规定 1/bG; ©) 一 有, 由 于 (x) 为 绝对 连 统 , 且 


Е ШУ у <xy = T < ә, 


РТ ВЕУ Су 28 „пп ELI 20 x AER ВЕБ eE 
ИЛИИ JL Sp. BT МЕЕ ЖЕЙК ЕЕ 56. BBEIR АУЕ ДАП 
E(W,| S” O) = W, а. з. 
E((W,— W, F y = :— s a,s., £ < z, 
有 从 而 由 定理 6.1.3 ЯП (У,, 827,7 T) 为 Brown 运动 ,而 且 对 任 
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意 满足 下 殉 条 件 的 可 测 适 应 过 程 FG, о) 
T 
s|, Pads < eo, ` 


必 有 £ £ . 
Í Кай, = p Kə dX,a,8., # < T. 


事实 上 这 个 等 式 当 1 为 简单 函数 时 成 立 ， 特 别 取 JG) = bs 得 到 
X, = X, + | b dW, 8. в. 
定理 得 证 ,证 举 
扩散 型 过 程 是 一 类 特殊 的 伊 芯 过 程 ,其 定义 如 下 
EM 653 HE 以 一 ( Fal Т) 称 为 扩 各 型 过 程 ,如 
果 它 是 伊藤 过 程 : 甬 且 其 中 的 过 程 《ay Fart < T) K (b, Frs 
¿=< T) 满足 条 件 : 对 并 平一 切 < T, a, 及 六 为 多半 可 测 。 
令 Cr 为 定义 于 10, T] E Er yE Spa X = (X,, 0 =< : < 
Т) 构成 的 空间 , 令 #ү= (Х; X,, : < т), 于 是 (Crs 281) 为 
一 可 测 空 间 , 在 此 可 测 空 间 引 进 锣 zx 的 子 " ШК: Сой, Т), 其 
中 8, =a (Х;Х,, s< Тов (22, ., : Т) 为 右 连续 
《约定 Br 一 Ær). I 
可 以 证 明 ， 当 可 测 过 程 Co), CoE FF, HILE H 
= T, 则 可 在 可 测 空 间 ([0,T] x Су, 210, T1@ Ær) 上 找到 
(ts x) НРА ACs х), BCe, х), 它们 是 (E) 适应 的 ,使 得 
А x P((z, ою): а, узе AG. Х(оу)уу=0, 
а x PCC, o): 天 B(:, Х(о))) = 0, 
我 们 不 去 证 明 此 定理 ,可 参 着 Ершов [8]. 
由 此 知 扩散 型 过 程 了 可 以 表 为 : Я—ЫШ г< 了， 


X, = X, + f Als, x)ds + fc r)dW, a.s. (12) 


其 中 Cs х) [ШЕЙ AG, х), BG, х) 5 С.) 适应 . 
下 面 我 们 讨 沦 如 下 形状 的 随机 微分 方程 的 解 的 存在 及 唯一 的 
问题 ; 
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аХ, = at, Kr 十 站 (9 和) 了 (13) 
其 初 信 为 多， 可 测 随 机 变量 9> Й at, r), 500, r) Æ (Ст, 
BLEN LZR. EENET, alts r) bG, r) 为 28, 可 
W. ibit CE) 为 右 连 续 族 ， 

定义 6.5.4 称 几 乎 所 有 样本 连续 的 过 程 Х = (X,, 3” ,,: < 
Т) 为 随机 微分 方程 (13) 的 解 ,如 果 


(ас, Old < оо, |с, Худ < оо а. s- 
而 且 对 每 个 1 < T, A 
X, = т + [, als, Х)й‹+ + f ECs, XJAW, a. в. 
тін), ЕЛ ХЫ X жыл LSS 
P{ sup {Х,— 各 | 二 0 一 0 


汶 了 证 明 在 茶 些 条 件 下 ,随机 微分 方程 (13) 的 解 的 存在 和 唯 
一 :我 们 先 证 注 
BIR 6.5.5 HelHO, T] 上 非 负 有 界 函数 ，z(o) 为 [0， T] 
качин. КО 010, ТЕЧЕ Е ВЖ, В ОКО) 
. ЖОНАР со, cis cz 使 得 ` 


ис) с + с, | ut vs)as + ez | 


х (Y. <(r)aK(z)) (ds, 
Д1] 
“(D < сзекр{(, + а) И “оё, 
证 + 
К) = а + а f; COLON 
+ af f и(т)4К(ъўә(»)4+ 22 0, 
BERRA О) < (г), 改 由 上 式 得 GO) 非 降 ) 


~ 由 








4](@ў = cis (ғ) (0) + c, (|, “(т)4К(=)) 00) 
< (а + ef (д, 
Ы 800 — leg (0) < (a + e) |, (ОФ. 
# 
| К) < ae {Са + о) | оа), 
因此 得 
о < HO) <a exp {C+ а) f ог. EP 


引 理 6.5.6 5.7) 为 [0, T] ЕЕЕ РАЯ, KO 为 非 降 
ЯР БЕ» Бо К{г) < 1， 若 有 正 带 数 ¿, 2 使 得 


sC) <d + с [ + ү s Gd: + [ í „(с)ак asf, 


И 
«гу < a + 4)! — 1, 


证 EERE, MoU) = I, c = 1 + d, ce, = cz = cs № 
用 于 | | 
н) +161 + d + c || (ala) + Lda 
+ |, (асе ак са 
<(1+d) +e 1 (еб) + Dds 


+ f { (иб) 十 ак) |, 


EAKA. з 
定理 6.5.7 ”考虑 随机 微分 方程 


dX, = alts хуй Et, dW LET, (14) 


HH aG, х), РС, x) Е [0, T] x Cr ЕР, 对 每 个 t, a(z, х), 
БО, ху 为 天 ,可 测 * 且 满足 下 列 的 -Lipschitz 条 性 | 
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falra z) — е(ғ, YI + 20, z) + ФС, y>] 
< L | iz, реак als — у» аз) 
及 
alt, 032 + Bs 0) = L,K, + Lis (16) 
Ж L,, L, ЮЖ, K, 为 + НЕВА РАЙ, 0 = К, << 1, х, 
ує Cr. 
设 0 Е, 可 测 随 机 变量 ,于 是 
G) 方程 (14) 有 唯一 解 ,其 初 值 X, = т. 
Gi) Ш, ЖУКА Ер" < со, ШЕЕ Ыт ЭСН Cmo 
TARR X, 满足 
ЕХї" < (1 + Bn")ecmt — |, (17) 
证 ”首先 注 明 :对 任意 +z Cr 有 
а(:, х) + P (т, ху)! = (а(т, z) — alz, 0) 
+ ale, 0Y + СБ) — BGO,0) + 5p( 2.0) 


£ 
<21, |, G +), + 2L,(1 + «®), (18) 


我 们 先 证 唯一 性 ， 设 有 两 个 解 XK, X, = X, =n RSR 
是 风 乎 所 有 样本 过 续 的 》, 于 是 对 0 < , ST, 有 


x, — %, = |, Lals, X) — ofss Dld 

+ |, Lle, X) — kG, BYW 
< 

I = зоа лр» 

сє 
m +< г, 17 = PPIP, Wk 
IIX, — р =< 21F 1); Cals, X) 一 afr， ута 
+ [| Cls, X) — kG, Draw) 1. (19) 
НЕБЕ IT EXA, (X, — ЖОГУ, (абз, X) — als, ЖУУ, 
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(205, X) — iG ZDU 都 是 有 界 的 ， 从 而 《19》 式 的 两 这 的 期 望 
都 存在 。 故 由 Lipschitz 条 件 得 
ERIX, — ZP <2 ENICG(s,X) — aG, DY 
+ GG, X) — Bs, #УУ14‹ 
<2 [л |, ЕП, (х, — X yYdR ds 
+ L j sya, 一 уа) | 
< 2 Íz, Í ЕІ" |, У(Х, — Š YAK ds 
+L, (вих, а} 
< 2 fz, Í f EINCX, — Š, )dK ds 


+ L [EECX, — #44). 
应 用 引 理 6.5.5, 188 fo = 0, a, = 2L,, cy = 2L;, °С) = l, ule) = 
ENO — Y, BER: 
EIX, -一 ху = 0 
由 此 知 ,对 0 二 1 < T, 5 N — со, 8 E(X, — EY = 0 (29 x 
RX ДУЛЕ ТЕЖЕ), 
Р(Х, – #122 0} = 0, 0 <: < T, 
于 是 对 [0, T] ШЕ] ЖИ s 有 
pí sup ІХ, 一 X, > 01 = 0, 
BAXE Х 的 几乎 所 有 样本 函数 为 连续 ， 从 而 对 玫 平 一 著 o, 
RA = 9,00), 0 <; < T. 
往 证 解 的 存在 。 我 们 采用 逐次 带 过 法 ,为 简便 计 不 妨 令 工 = 
1. ЖУКЕ < co, 定义 
= x, 0 =< = 1, 
依次 定义 (对 n= 1, 2,109) 
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XP = 可 十 |, als, Х®75%4; + f 603; XDW, 
由 (18) 得 | | 
Еу з {кў + (Гез, XO) + PG XO) аг} 
< 3E9 + 6L, í | и + ECX YI AK as 
+ 6L: | {1 + EXPY ]ds 
< 3(Езў + 21, + 21) + 6L, 人 ECX YAK ds 


+ бїз |, ECX du, 
j L = 21, + 2L,;, 用 归纳 法 ， 由 上 不 等 式 得 
Е(ХӘУ En + Lye < 3( Ёл + К = g, (20) 
又 由 Lipschits 条 性 ,得 | | 
ECX — ху =< 2 |, Ellals, х") — als, 天) 
+ (Chl, XY — ble, KEN NY as 
<2 fz. {, f Е(Х 一 Xr YAK di 
+ L, | E(X 一 xg-5yae], | 
CNAE 38 А #ГИЕ . 
Е sap (XP — XP) < c (HHD. 
LESES] А 
于 是 由 以 上 诸 不 等 式 弟 推 得 
E(X — XP =< эш + LJ =< Let, 


ET |, K "акд 


+з, неам) < Сы”, Е ©: D 





ЕСХІ"+9 一 ху =< = G 


此 外 


a 792 = 


1 . 
sup [XPH — X| < | lali, Xt) — als, X" DY lds 
U<: 1 b 


+ зор рос, xe) — G, Xew, . 
利用 逻 不 等 式 、Lipschitz 条 件 及 不 等 式 (217， 对 以 上 不 等 式 两 边 


求 期 望 得 
‚ Е зыр [ХӘ 一 Хр] 
фаз’ ` 


=< 105. |, , (к хи-әудк, дг 
ü Ла = ñ 
+ 102, |, ECX — Худ, 


101 „||, —4К,й 
( 1)! 





L£ в 
+шы ЕЁ? еза < s E, 
(sn — 1)! J nÍ 


于 是 
== 1 U<:<1 


= Sr э: < о, 


=] 


由 Borel-Cantelli 引 理 知 , 对 几乎 一 项 о, #1 


xt + > (+9 — х??| 


= 


对 ш 一 致 政和 化 ， 这 就 是 说 ， 序列 ， х, по = 1,2, 


ж-н 2 Ik ak F ski: 


x, = xP + У) (хө — xP, 
又 由 不 等 式 (20) 及 Faou 引 理 知 
ЕХ 4, 


у) Р { вир |хе+ю — Х| > 11 .. 
п 


ЕЕ, ВМВ X E. BB HU yy Eng, АИЯ п. ER 
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每 个 0 =< < I# | 
X,— n — f; as, X)ds — f 20, XW, = 0 as. (22) 
BA + 的 递 推 式 ,我 们 有 | 
X, 一 了 一 jG, X Jds 一 | bls, XW, 
— (x, х) + | GG, x) — aG XD): 
+ [ (bss ХО?) — óG, Худ, (23) 
但 . 
f Cals, X) — als, хуа, 
ZL, | |, (XI) — х)мк„4‹ + L, í (XP хуа 
<L sup [X — хур, (24) 
Imunol 
艾 由 定理 5.6.14 的 证 明 中 所 得 到 的 (8), 对 8 汪 0 及 s > 0, 有 
P| |, (G, Хе?) — bls, x))aw,| > e} 
<Ë Lp {| GG, X® м, хура; > a} 
€ 9 
ë ` [rf fF А 2 ` 
< +P [z | [ [XP — х„|4К 4+ 
£ do Jo 
+ L. | | XP— X, |2: > a} 
<Ë +P [L sp [XP xi > al. (25) 
в П Ч 
H ор. |x 一 Х,| -»ба.„з. (n 一 со), СЕН (24),(25У8] 
(X, — XP+) 十 | (аб, X — aG, Хууд 
+ | (00, XP) — (з, XAW. — 0, 
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从 而 由 (234 和 (322 成 立 。 

E ХЕ УП Є 入 9”, 这样 我 们 证 明了 当 Ex < оо 
时 随机 微分 方程 的 解 存在 。 下 面 我 们 把 条 件 Азр < оо 取消 ,去 证 
HAREE. 

10:7. = Pirpana. MEEA ЛУ ЛУ ERE x, ВЧ, 
BERE, WANED Х,(0, OSAS l, Х„(0уз=з. 对 
m >n 有 

E |X ake) — Xake) HEREN 


= F [asien ||, GG, X.) — aG, ха: | 
+ |, (EG, Xm) — bls, х.) |] 


< 2 |, ЕГ СаС, х.) 一 als, ху 
+ (из, Х,) — 50, Х,)))14: 
<2L, í f Е(Хь(и) — Xs) P а койка 


+L, { ECX alu) — Хау? Нои. 


仿照 唯 一 性 的 证 明 ,应 用 引 理 6.4.5, BZ со = 0, c = 2L,, e= 
21, 0(ғ) = 1, ale) = Elpin X nt) 一 X,G), 得 
E| Xal) 一 Xt Ts en = 0, 
Hi: | 
Р{}Х — XO] >0}Р{|ң| > s| — 0 (о — оо), 
HFI CX, G) п = 1,2, RRRA Cauchy 序列 ,从 而 此 
Prats r ЕК „ФАЗА X. 重复 上 面 的 证 明 , 可 证 这 个 
极限 是 微分 方程 移 解 , 且 X, = . 
往 证 (1). 设 Eg" < co,m >l. 
НЕВИЛ К 
Xir = р" + 2m |. ХЫ у, X3ds + 2m f XTEC, XAW, 
+ m(2m — 1) j. ху, Xde 
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令 
Ixl) = Teupix telst Nis Pa = Һә 


于 是 当 * < Н ОФ, = IOa BERE 
XP Ina = 160) Гел + 2 | Poln JX alsa X ds 
+ mam 1) | СРС, Ks | 
+ 2и Í ЖАКО с Daw.) | 
< фар" + 2m | bol XPO G, Xd: 


+ m(2m — 1) f Ф (вуха аз, X)ds 


十 2 |, 1С)" ECs, XUW ae 


BERRA MAR, 2 
z| |, PIN OXG, x)44 


<E |, (n + Мутар + (э + N)D)4; < оо, 
所 以 
ELXI"INC)6,] < Em” + 2m f ЕФ,Лъ (21373, X)1ds 


十 zz(2m — 1) ( Еф)", Olde (6) 


利用 不 等 式 : n< +} (1 + =1, a> 0, b 2 0, 


1 
q Ф g 
2m — 1 
[Xats, Ху] < | | (е, жура 
2т 


2m — xp + 1 mG, ху, 
2 т 


& 2m 
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рва, ху| < El. ж" на, X), 


RAGH 

ELX InCD on] < E + am r z {ф„1ыб@). 

x (х + [[ (1 + X2D4K, + (+ xD} d, (27) 
此 处 an E— tR” mA, {Н 
[ + X: + | (1 十 храк, |” 
<, + x+ P a mak, |, 

此 处 bn 也 是 一 个 常数 ,与 有关 ， 由 此 及 C27) 得， 

EXIN (Oda < Em" + €” [e + [Eatas 


E fr 
+ Í ( FE(Tx(Dwxin)dK。as| 
应 用 引 理 6.5.6 于 上 不 等 式 *, 得 . 
EXP Is), < (1 + Ер" еб — 1, 
й | | 
EX” < lim inf ЕХ Is, < (1 + Eye 一 1。 证 毕 


9-0 


Ж 6.558 考虑 下 询 随 机 微分 方程 - 


dX, = alt, Rat + (т, X,)dW ,, 0 гс 1, (28) 
此 处 二 元 函数 Gr) bG) 为 定义 于 [0,1] x R Eñ Borel 可 
ра, В.е: Е | 
Lals, x) — абз, YY? + 1200, ху) РС, y)! 4 Lle — y|”, 
x. y € R, 


PU, 0) + PG. 0) =< L, _ 
于 是 当初 值 为 多， 可 测 的 随机 变量 X, 时 ,此 方程 有 唯一 解 。 
29] + 


于 面 我 们 讨论 方程 428) 的 解 的 性 质 ， 在 系 6.5.8 的 条 件 下 ?我 

们 往 证 它 的 唯一 解 是 马 氏 过 程 ,为 此 记 

F nen TW Wes 8 € [2,2 +R], 

| = t = (X), 

F Хө = п(Х,, Was н = z). . 

由 存在 福 的 证 明显 见 对 任 间 :所 1, X, e 名 frr， 对 固定 的 1， 考 
起 

Elh, t,o) = х + |, alt + s, ECs, х, wo) ds 


5 
+ i! bG + s, gls, х, wo) dW stis 


ititi >00, rE R. НЕБА gh, z, о) Ж F kea ЇЙЇ, 与 
方程 (28) 对 比 则 知 (№, Xis о) = Xun 

AKIE X, JBR, И ШЕЕ ДӘ RAI Borel ЖК /( +) 
有 


亦 即 证 ; 

ЕСКЕ, X,, «У е") = EMEC, X,, ITK). 
为 此 只 需 证 : 若 $(x, wm) 为 R x ao LERE SEWAR, Н. НЕ 
A r€ R, plr, о) Є Bin 则 有 

ЕҮФ(Х,, о) = EYC(X.), 
此 处 了 为 任意 F Fe аНЫН RILE, C) = Еф(х,оо), 

我 们 知道 这 样 的 Cr, у FJ А F 3238 0985 S BB ЖОШ Т 


š 
2> pila) s 


ECK Xaa) 9 te) = E(X l F 6), 


此 处 4ie (Р), ё 4: 不 相交 , 且 > A; = В, 而 фо) є 


Fiu MURAI: 对 任意 有 界 的 多 加 ”可 测 的 随机 变量 
Y, 有 : 


z|Y > Фа) = Е | у (к > #laG))==x, |. 
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往 证 此 ,我 们 有 О | 
& k . 
[у > &#1,,(X) | = Е [у > La XDE F pn], 
ЕКЕ ЖАБ. ERAD _ 
Е | Y > Фах = F | Y > 1.289] 


4 
—E|Y (к > B) y, ] 
得 所 化 证 ， 
下 面 我 们 考虑 另外 一 类 随机 微分 方程 
X, = g, + í 2.()a(;, Худ + ( Ulls, KYW,, (29) 
此 外 als, х), ЁС, х) 是 [0, l1x< C, БИШЕ ВА, Ht al, х), 
ble, x) 为 8, "р. P: 为 一 随机 过 程 ,适应 于 (=, 县 其 几乎 
所 有 样本 函数 为 连续 ,1400 E CFO 适应 的 随机 过 程 . 
定理 6.5.9 设 а(2, r), bG, х) 满足 定理 6.5.7 里 的 假设 
(15), (16) CP, Z,, z€ [0, 1]) 的 几乎 所 有 样本 函数 为 连续 ， 
(100), 227,6, € [0, 1]) 满足 条 件 jal 所 1,i 二 1,2， 于 是 随 
机 微分 方程 (29) 有 唯一 钥 。 . 
证 和 WEB W x S, 令 
== {вар (X; + у= N), 
于 是 和 定理 6.5.7 的 推导 相似 ?得 
ELX, — У] < 2 |, ЕПСС, X) — aG, DY 
+ CEs, X) bG, DO Jde 
<21, f f ELX, — ÑY laK ds 
+ L. |, EUY, — 8,185]. 
由 此 完全 按照 定理 6.5.7 的 证 明 得 到 :对 斤 乎 一 车 o 及 一 切 z, 
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X, = Х, 
ОРИОН, ARRIR: Esup рі < со; 仍 用 逐次 
ЖЕЙ. Ф Х = py 定义 
XP == Фф, + f М(#)а(з, XEtDYds + j Albis, Xw-5541,, 
仍 如 定理 6.5.7 的 证 明 ,存在 两 个 常数 ci。 со, 使 得 


Е sp. (XP 一 Хеу ясе, 
oara п] 


ЕНЕ, ER T КАВ, ХОС) 对 * — ВОК, НЕЕ 
为 X,, 于 是 区 必然 是 方程 (29) 的 解 , 肌 ЕХ =< < оо, 
对 一 般 情 形 , 令 
и = 1590р | Ф, | = т), 


1,Ж sup [p| < т, 
再 令 qa (z) = Pirma 考虑 方程 
Хб) = аб) + | Uas, Xn)ds 


十 f 20000, Х.и, 


Wl. (Ol < m, R.E W BB I, AEA m, БУЛЕ Х.. T 
如 定理 6.5.7 的 证 有 明 一 样 ， 可 证 当 т — оо BÍ, X, 依 概 率 趋 于 极 
限 , 记 此 极限 为 *， 它 就 是 方程 (29) 的 解 . 证 毕 

下 面 我 们 再 讨论 在 滤波 问题 中 经 常 忱 到 的 随机 微分 方程 : 

dX, = [alr, X) + сб, Х)Х,]а + 00, X)4W,, Xo == n, (30) 

т 为 .Fo 可 测 随 机 变量 . 

定理 6.5.10 设 [0, 1] x С, EZA вй, х), Вб х) 及 
c(t х) 20 CB) ЕН, al к), РС, х) 及 сб, х) 都 满足 定理 
6.5.7 里 的 条 忻 (15), (16) ,而 且 [eG, х)| < c < оо, п 7 н 
测 随 机 变量 , EZ < co. FE ` 

G) 方程 (30) 有 唯一 和 解 . 

Gi) $ EJ” < со, m 2 1, W 
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ЕХ?" < (1 F Езр")ебт" — 1, 
此 处 С.Е Утар. 
证 ”唯一 寿 的 证 明和 定理 6.5.7 BANERI., CIFERE, 
方程 里 的 с(г, rje, 并 不 满足 Lipschitz R AEREE п, Ф 
| BAZ) = Zlauzias + пага) 
# PS 3 s ' 
dx; = [а(,, X") + cC, хш (хуа + 50, XDW., (31) 
其 初 值 为 X; =y, 这 时 el, Хе), СХ) 满足 Lipschitz 条 件 ， 
从 而 方程 (3 有 唯一 解 , 且 
EXPP < (1 + Epe — 1, 
于 是 . 
зир sup E(XP2Y =: (1 + Ез! уга — 1 =< со, 
n ф&гщ1 


但 О 
KPP ез {з | Lals, Ху + cG, Абун „Ойу: 
| п 
+ iG, хуа, P 
Ж 
Е( sup (Ху) S: 3 {ет + f Elali, XY 
CERET : . .. 
+ eks, ХИ), СХ) Раг E sup |, PG, хут, 
s<; < Ша | 
з [Em + (вае, X) + cls, Х'®у (KP) Pads 
4 ae xas} < оо, 
从 而 


(n) 
sup E( Кыл (Хуу < оо, 
故 | 
Р{ sup |X] >n} 
Е <1 
1 А 
< sup E зир (07) 0 G — оо), (32) 
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inff s< 1, sup [|X22] > aY, 
r, = U< r< 
| 1.3 sup [Хр an, 
LETE- - 
Ta WE ERRE я! > п, (z, т, а.з) = r. AT, 于 是 
FAT 
хх? — х, == | Lals, X) — als, хуа; 
J 


Ае 
+ | Lels, К) (КО) — (G, Ху (X25125 


+ |” G, xe) — (у, X99140, 
EE Lipschitz 条 件 ,得 
ECAR? — XRY < ci | | EOR, — AR Yak, ds 
+ |, EXS, — XP Yds, 
此 处 čis Са 为 常数 . 应 用 引 理 6.5.5, 得 
ECX 一 XF = 0. 
由 此 知 ， 当 r Sa v Дт, ih, ХИ? 一 КЇ? as， 故 对 性 意 z; 
OSI | 
РОХИ — X| >> 01 =< Ро < г} = Р{у, Лу, < z) 
< Pira < г} + Pira < г} 
< P{ ир [XP] > n) + P{ mp. APO] >н} 
— 0 (m, n'— оо), 
BE, H s — оо BF, X 的 依 概 率 极限 存在 , 记 此 极限 为 x,. 
往 证 { Ü = = 1} 为 方程 的 解 ， 当 і = r=v, A Fa Е, Xp 一 
XP, ШР) Со) E XPP 一， ав. 但 当 , < =< ra 时 ,有 
Xi) = Xi) = ..-( = Х,), 
mt 


.| 
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х, (196,0) + ess X)X lds 





一 í óG, каи > о} | 
< Piran < z = Р{ $E, ]X%2)[| anh 
但 环 是 任意 选 的 , 故 上 式 右 方 为 塞 , 所 以 蕊 满足 方程 。 
关于 Gi) 的 证 明 完 全 和 定理 6.5.7 的 证 明 一 样 。 证 毕 
` 最 后 ,我 们 讨论 常见 的 线性 的 向 量 随 机 微分 方程 ， 
定理 .5.1i і ale) п л, 200), ctD 为 # X z р, 
КЕЛӘ EEA B E 
(пасо гае <=, са <o, ао ае < «о, 


W = (W,, ,,гЄ[0,1]) 为 # 维 Brown 运动 , ЖЕБЕНИ 
方程 组 ооё o. 

dX, = [абу + сС)Х Па + PpCGOdW,, Ху ә д, G32) 
此 方程 组 有 唯一 解 , 昌 其 解 表 为 ; 


X, = F, [в + f FriaCs)ds + Í F;'bG)aw,| ， G3 
此 处 = X n ВЕ F, (5 叫 做 基本 上 矩 噬 ? 满 足 
Е, 一 了 十 j e(s)F,dz:, (34) 


Ж Our. БЕЛИХ Ў, РЕ 
x, — Ж, = í cK, — ,)4, 
从 而 


> [XD 一 EEGI = f > [азс УХ) 一 S CG) 14: 
<f > |26) >; (XC) — EO es, 


应 用 引 理 6,5,5 知 
> | X; G) — EC == 0 а.в. 
=] 


所 以 x, = X, а. 5. 
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АКПЕН (33) 所 给 的 区 满足 方程 (32)， 我 们 利用 伊 且 公式 于 
C33) 就 得 C32). 
景 后 需 证 矩阵 方程 (34) 有 唯一 解 Fao HEJH. 为 此 我 们 
AEREE. $ 
Ег) = 1, 


Е...) = 1 + (ӘР, я = 1,2, ++, (35) 
Ек) 一 Fle) = 1 BORAGO. 一 Рк. )14+,› 
所 以 

> [FERC 一 FEP) 


diml 


ё, Е 





<f > > Bea OP) — F} КОТ 


оо но POs 
其 中 РОСОЮ ЕО G, D ЖЖ. {НЕ УЖ 


УР) = FOI | 57 atolas 
ўт} 


fajl 


逐步 代入 上 式 知 
ij 1 I M 
вро — РКО < <i 人 > 901) , 


i jmi 
这 样 , 便 知 级 数 
Fale) + >? [Frntt) Fa] | 
к=о 


绝对 且 一 致 收 化， 记 其 极限 为 F,, Н Р, 的 元 索 为 连续 函数 。 在 
《35) 里 , 令 # 一 oo 即 得 (34)。 对 几乎 一 切 ғ, Е, 的 元 素 可 微 , 且 行 
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FA [ЕСО 的 导数 为 
2220] = Т,с(гу. |F; (Dl, |Fo] = la. e t. 
š ©. . 


由 此 知 

IF (| = ef ое, 
所 以 F, 为 非 训 化 ， 往 证 (34) 的 解 玲 一 . 为 此 ， 对 等 式 F, F7 =] 
微分 ;得 
| Р 一 一 рте Fy —– Еле) а. et (36) 


设 有 两 个 矩阵 Р, „Ё, BER, Б, 一 Ёо = I， 于 是 由 (347 及 (36)， 
有 - 
| E rF) = Fi 各 раб aË, 


一 一 ROF, + Бус), = 0, 
这 就 证 明了 p, 一 P, 对 一 He Е № 
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名 词 

一 画 
-HIA 1.4.1 
一 致 P 绝 对 连续 1.4.3 

三 = 
кН 4.3.3 
上 穿 不 等 式 了 ,1.1 
+k 5.1.1 
上 熔化 5 

四 = 
无 区 别 3.1.2 
МҮЛК Н Л] 4.3.8 
分 布 
Е 


无 穷 可 分 律 4.7.8 

不 足 道 随 机 责 数 ”3.1.3 
ЕНК 4.1.: 4.3.10 
HRR 3.2.1 

反射 原理 6.2 

不 等 式 

Cr ЖЗ 1.7.7 
Hölde 不 等 式 1.72.7 
Марков 不 等 式 1.2.2 
Minkowski FÆRA 1.2.2 
Schwarz 不 等 式 1,7,7 
DARAS 1.2.2, 7.3.4 
EREA 1.2.2 


五 画 
РУ 5.6 
可 分 性 3.2.3 


正则 条 件 概率 2.5.1 
对 闭 集 类 可 分 4.2.3 


ж 9 


ТЕЕ: 5.2.6, 5.4.7 
ESIA (Guss 过 程 ) 3.4 
ЖЕНШ 4.3.8 
可 动 间断 战 3.1.4 
тЇ 3.5.1 
可 测 投影 定理 3.5.19 
可 料 对 个 投影 5.3.4 
可 料 过 程 5.6.4 
对 称 随机 变量 4.2.2 
WEHA 5.3.4 
可 料 增 过 程 5.5.4 
可 料 g 域 5.6.4 
六 画 
收 就 
К 1.3.9 
依 和 概率 为 一 地 收 仇 1 
依 概 率 收 就 1.3.4 
rH 1.3.7 
ә 1.4.8 
ЇН ЖАЗ 4.1. 
Н+ ой з 
扩 获 型 过 程 6.5. 
6 
1 


.3.1 





PERDAR 

PRIE 6.5. 
七 [ЕП 

条 件 分 布 2.5.3 

条 性 独 代 2.4.: 

FIE 2.1.1 

Ө 5.4.7 

їе т ГЕРБ о АҢ 3.5.5 

НЫР 3.5.18 

Ёо 2.4.8 

БЕЗ 2.4.8 


мы 
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局 部 可 积 5.6 
局 部 可 积 增 过 程 5.5111, 5.5.15 
局 部 娄 5.5.12 
^ = 
单 边 据 动 3.4.2 
固定 间断 点 3.1.3 
REAR 4.3.5 
AS fE r 处 可 分 3.3.5 
九 ЕД 
独立 性 2.4 
独立 增 重 过 程 4 1.1 
Б ЕСИ) 3.1.1 
Ж (р) Б 5.5.1 


封闭 元 素 5.2.2 
BEHAE 5.2.2 
适应 过 程 3.1.9 
ЕЖ 1.5.3 
+ E] 
振动 3.4.2 
Eer 2.5.4 
+ 一 画 
第 一 类 间断 (简单 孜 数 ) 3.4.1 
第 二 类 间断 3.4.1 
随机 区 闻 3.5.15 
随机 边界 区 数 5.3.1 
随机 变量 11 
随机 积分 4.6 
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随机 测度 иб, A) 2.5 
随机 Dirichlet 5.3.1 
随机 微分 方程 6.5 
十 二 m 
ШТОБ 3-11 
循序 可 测 集 3.1.10- 
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